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DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 



La figure des corps célestes dépend de la loi de la pesanteur à leur 
surface» et cette pesanteur étant elle-même le résultat des attractions 
de toutes leurs parties, elle dépend de leur figure; la loi de la pesan- 
teur à la surface des corps célestes et leur figure ont donc entre elles 
une liaison réciproque, qui rend la connaissance de l'une nécessaire à 
la détermination de l'autre ; leur recherche est ainsi trës-épineuse, et 
semble exiger une analyse toute particulière. Si les planètes étaient 
entièrement solides, elles pourraient avoir des figures quelconques; 
mais si, comme la Terre, elles sont recouvertes d'un fluide, toutes les 
parties de ce fluide doivent se disposer de manière qu'il soit en équi- 
libre, et la figure de sa surface extérieure dépend de celle du noyau 
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qu'il recouvre et des forces qui Fanioient. Nous supposerons généra- 
lement tous les corps célestes recouverts d'un fluide, et dans cette 
hypothèse, qui a lieu pour la Terre, et qu'il parait naturel d'étendre 
aux autres corps du Système du monde, nous déterminerons leur figure 
et la loi de la pesanteur à leur surface. L'Analyse dont nous ferons 
usage est une application singulière du calcul aux différences par- 
tielles, qui, par de simples différentiations , va nous conduire à des 
résultats très-étendus, que Ton ne peut obtenir que difficilement par 
la voie des intégrations. 
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CHAPITRE PREMIER. 



1>ES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES HOMOGÈNES TERKINÉS PAR DBS SURFACES 

DIT SECOND ORDRE. 



1 . Nous allons d'abord déterminer l'attraction des corps d'une figure 
donnée. Nous avons déjà déterminé, dans le second Livre, n"* 11, cette 
attraction relativement à la sphère et à une couche sphérique; consi- 
dérons maintenant l'attraction des sphéroïdes terminés par des sur- 
faces du second ordre. 

Soient œ, y y z les trois coordonnées rectangles d'une molécule du 
sphéroïde; en désignant par cTM cette molécule, et prenant pour unité 
la densité du sphéroïde, que nous supposerons homogène, on aura 

d'}A:=^dxdydz. 

Soient a, 6, c les coordonnées rectangles du point attiré par le sphé- 
roïde, et désignons par A, B, C les attractions du sphéroïde sur ce 
point, décomposées parallèlement aux axes des a?, des 7 et des jz, et 
dirigées vers l'origine des coordonnées. Il est aisé de voir, par le n^ 11 
du second Livre, que l'on a 

. C C C [a — x)dxdydz 



Y-^[b-rY + {c-zYf 



JJJ[(a-^ 
B= Ç Ç Ç—JàizrYàxù 



{^—T) dxdydz 
I 



-(c-z)«]ï 
(c — z) dxdydz 



+ (*-r)» + (c-*)»]' 
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toutes ces triples intégrales devant être étendues à la masse entière 
du sphéroïde. Les intégrations offrent sous cette forme de grandes 
difficultés, que Ton peut souvent aplanir en transformant d'une ma- 
nière convenable les différentielles. Voici le principe général de ces 
transformations. 

Considérons la fonction différentielle Vdxdydz^ P étant une fonc- 
tion quelconque de x^ y^ z. Nous pouvons supposer œ fonction des 
variables y et z, et d'une nouvelle variable /> : soit <p(y, z,p) cette 
fonction; dans ce cas, on aura, en regardant y et z comme constants, 
€lx = & dp, S étant fonction de y, z et /?. La différentielle précédente 
deviendra ainsi îtVdpdydz, et, pour l'intégrer, il faudra substituer 
dans P, au lieu de a?, sa valeur ç(j, z,p). 

Nous pouvons supposer pareillement, dans cette nouvelle différen- 
tielle, y = ^'{^9Pfgjf g étant une nouvelle variable, et ?'(^f/>, y) 
étant une fonction quelconque des trois variables z, p, q. On aura, en 
regardant z ti p comme constants, dy = ^'dq, S' étant fonction de z, 
p* q\ la différentielle précédente prendra ainsi cette nouvelle forme 
^%'^dpdqdz, et, pour l'intégrer, il faudra substituer dans SP, au lieu 
dey, sa valeur <f'{Zfp, q). 

Enfin on peut supposer z égal à ?''(/'» 7* ^)» r étant une nou- 
velle variable, et ^"{p$q$r) étant une fonction quelconque de />, 
y, r. On aura, en regardant/' et q comme constants, dz = ^"dr, 
%** étant fonction de /?, q, r; la différentielle précédente deviendra 
ainsi ^'^"^dpdqdr, et, pour l'intégrer, il faudra substituer dans 
66'P, au lieu de z, sa valeur <?"(/>, y» ^). La fonction différentielle 
proposée est par là transformée dans une autre relative à trois nou- 
velles variables j9, 9, r, qui sont liées aux précédentes par les équations 

Il ne s'agit plus que de tirer de ces équations les valeurs de ê, ê', 6". 

Pour cela, nous observerons qu'elles donnent x,y, z en fonctions 

des variables j9, q et r; considérons donc les trois premières variables 

comme fonctions des trois dernières. 6'' étant le coefficient de dr dans 
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la différentielle de z, prise en regardant /> et q comme constants, on a 

dr 

& est le coefficient de dq dans la différentielle de y, prise en regar- 
dant /? et z comme constants; on aura donc €' en différentiant y dans 
la supposition de p constant, et en éliminant dr au moyen de la diffé- 
rentielle de z, prise en supposant p constant et égalée à zéro; on aura 
ainsi les deux équations 

dz j dz j 

dy dz djr dz 

j j dq dr dr dq 
dr=dq-'^ ôi -^ 

dr 

djr dz df dz 
^,__ dq dr dr d q 
dz 
d? 

Enfin S est le coefficient de dp dans la différentielle de x, prise en 
regardant y et z comme constants, ce qui donne les trois équations 
suivantes : 

, dx j dx ^ dx j 



ce qui donne 



partant 



Si Ton fait 



dz j dz j dz j 

dx djr dz ^ dx dy dz 

~ dp dq dr dp 57 dq 

dx dy dz dx dy dz 

dq dr dp dq dp dr 

dx dy dz d^ dy dz 

dr dp dq dr dq dp] 
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on aura 

d — g<^/> 

dx àz dx dz ' 



dq dr dr dq 



ce qui donne 



6 = 



dy àz dy dz ' 
dq dr dr dq 



partant, &&&'-— e, et la différentielle Vdxdydz est transformée dans 
celle-ci tVdpdqdr, P étant ici ce que devient P lorsque Ton y substitue 
pour X, y, z leurs valeurs en p, q, r. Tout se réduit donc à choisir les 
variables j9, q, ren sorte que les intégrations deviennent possibles. 

Transformons les coordonnées x^ y, z dans le rayon mené du point 
attiré à la molécule, et dans les angles que ce rayon forme avec des 
droites ou avec des plans donnés. Soit r ce rayon, p l'angle qu'il forme 
avec une droite menée par le point attiré, parallèlement à l'axe des a?; 
soit q l'angle que forme la projection de ce rayon sur le plan des y et 
des z avec l'axe des j^; on aura 

X a — rcosp, x=zb — rsïnpcosqf z = c — rsïnpsinq; 

on trouvera, cela posé, e— —r^sinp; la différentielle dxdydz sera 
ainsi transformée dans —r^sinpdpdqdr : c'est l'expression de la mo- 
lécule dM, et, comme cette expression doit être positive, il faut, en 
considérant sinp, dp, dq, dr comme positifs, changer son signe, ce qui 
revient à changer celui de e, et à supposer t = r^ sinp. Les expressions 
de A, B, C deviendront ainsi 

A —fffdrdp dq sxnp cosp, 
B - fffdrdp dq sm^pcosq, 
C -^ fffdrdp dq sïn^ p sinq. 

Il est facile de parvenir d'ailleurs à ces expressions, en observant que 
la molécule dM peut être supposée égale à un parallélépipède rectangle 
dont les trois dimensions sont dr, rdp et rdqsinp, et en observant 
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ensuite que l'attraction de la molécule, parallèlement aux trois axes 

des a?, des j^ et des z, est —y cos/?, -y smpcosq et —^ sinpsinq. 

Les triples intégrales des expressions de A, B, G doivent s'étendre à 
la masse entière du sphéroïde; les intégrations relatives à r sont fa- 
ciles; mais elles sont différentes, suivant que le point attiré est dans 
l'intérieur ou au dehors du sphéroïde; dans le premier cas, la droite 
qui, passant par le point attiré, traverse le sphéroïde, est divisée en 
deux parties par ce point, et, si l'on nomme r et r' ces parties, on aura 

A =//( r-\- r')dpdq sïnp cùsp, 
B =//{ r-\- r')dpdq sin^p cosq, 
C =//( r'\-r']dpdq sin^/i sinj, 

les intégrales relatives à /? et à ^ devant être prises depuis /> et q égaux 
à zéro jusqu'à /i et q égaux à deux angles droits. 

Dans le second cas , si l'on nomme r le rayon a son entrée dans le 
sphéroïde, et r' ce même rayon à sa sortie, on aura 

A =zff[r'— r) dpdq sinp cos/>, 
B =:ff[r''-' r) dpdq sin^p cosç, 
C =iff[r'— r) dpdq sin*/? sing, 

les limites des intégrales relatives à /? et à ^ devant être fixées aux 
points où l'on a r'—r= o, c'est-à-dire où le rayon r est tangent à la 
surface du sphéroïde. 

2. Appliquons ces résultats aux sphéroïdes terminés par des surfaces 
du second ordre. L'équation générale de ces surfaces, rapportées à 
trois coordonnées orthogonales x, 7, z, est 

o = A -h Bot -h C/ 4- Ez -h For» H- YLxy -1- hy^ -f- 'Hxz 4- N/z 4- O2*. 

Le changement de l'origine des coordonnées introduit trois arbitraires, 
puisque la position de cette nouvelle origine par rapport à la première 
dépend de trois coordonnées arbitraires. Le changement de la position 
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des coordonnées autour de leur origine introduit trois angles arbi- 
traires; en faisant donc changer à la fois, dans l'équation précédente, 
les coordonnées d'origine et de position, on aura une nouvelle équation 
du second degré, dont les coefficients seront fonctions des précédents 
et de six arbitraires. Si l'on égale ensuite à zéro les coefficients des 
premières puissances des coordonnées et de leurs produits deux à 
deux, on déterminera ces arbitraires, et l'équation générale des sur- 
faces du second ordre prendra cette forme trës-simple, 

c'est sous cette forme que nous allons la considérer. 

Nous n'aurons égard, dans ces recherches, qu'aux solides terminés 
par des surfaces finies, ce qui suppose m et n positifs. Dans ce cas, le 
solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont ce que deviennent 
les variables x, v, z, lorsque l'on suppose deux d'entre elles égales à 

zéro; on aura ainsi k, -=9 -= pour ces trois demi-axes respective- 
ment parallèles aux a?, aux y et aux z. La solidité de l'ellipsoïde sera 
-~=rT> en désignant toujours par w le rapport de la demi-circonférence 

au rayon. 

Maintenant, si dans l'équation précédente ^^ubsti tue, au lieu de 
X, y, z, leurs valeurs en p, g, r, données d;^^HHméro précédent, 
on aura 

r* ( cos^p -h m sin^p cos* ç -h n sin^p sïn^q] 

— 2r[acosp-h mb sinpcosq -hncsïnpsinq) =k^ —a^ — mb^ — ne*, 

en sorte que, si l'on suppose 

l =za cosp -+- mb sïnp cosq -r- ne sïnp slnç, 
L = cos^p H- m sïn^p cos^q -+- n sln^p sin^g, 
R = P ^ ( A-a - «2 - mb^ - nc^) L, 



on aura 



Idrv/R 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 9 

d'où Ton tire r\ en prenant le radical eii plus, et r, en le prenant en 
moins; on aura donc 

ce qui donne» relativement aux points intérieurs du sphéroïde, 

^_ r rdpdq,ls\n^pcosq 
P _ r r dpdq.l sln^p sin g 

et relativement aux points extérieurs, 

dpdq.sinpcosp. v/R 



_ r r dpdq.sïn^pcosq, y^R 



dpdq.sin^p sine/. y^R 



ces trois dernières intégrales devant être prises entre les deux limites 
qui correspondent à R = o. 

3. Les expressions relatives aux points intérieurs étant les plus 
simples, nous commencerons par les considérer. Nous observerons 
d'abord que le demi-axe k du sphéroïde n'entre point dans les va- 
leurs de I et de L; les valeurs de A, B, G en sont par conséquent 
indépendantes, d'où il suit que l'on peut augmenter à volonté les 
couches du sphéroïde supérieures au point attiré, sans changer l'at- 
traction du sphéroïde sur ce point, pourvu que les valeurs de m et 
de n soient constantes. De là résulte le théorème suivant : 

Un point placé au dedans d'une couche elliptique, dont les surfaces 
intérieure et extérieure sont semblables et semblablement situées, est éga- 
lement attiré de toutes parts. 

œuvres de L, — II. 2 
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Ce théorème est une extension de celui que nous avons démontré 
dans le second Livre, n° 12, relativement à une couche sphérique. 

Reprenons la valeur de A. Si Ton y substitue, au lieu de I et de L, 
leurs valeurs, elle devient 



='// 



dpdq sinp cosp{a cosp -+- mb sïnp cosg -h ne sinp sïnq) 
cos^p •+- m sïn'^p cos'^q -hns'm^p sin^q 



Les intégrales relatives à/? et à ^ devant être prises depuis /> et q égaux 
à zéro jusqu'à j9 et q égaux à deux angles droits, il est clair que Ton 
a généralement fVdpcosp = Oy P étant une fonction rationnelle de 
sinp et de cos^/i, parce que, la valeur de p étant prise à égale distance 
au-dessus et au-dessous de l'angle droit, les valeurs correspondantes 
de P cos/> sont égales et de signe contraire ; on aura ainsi 



=-//; 



dpdqaïnpcos^p 



cos^p ■+- m sin^p cos^q -+- n sin^p sin^q 

Si l'on intègre par rapport à ^, depuis q = o jusqu'à q égal à deux 
angles droits, on trouvera 

dp s\np cos^p 




CQ&^pj 1 1 -+- ^ cos^p\ 

l'intégrale devant être prise depuis cosp = i jusqu'à cosp = — i. Soit 
cosp = Xf et nommons M la masse entière du sphéroïde; on aura, par 

le n® 1, M= -^^=^ et par conséquent -p^ = -^--; on aura donc 

. 3«M /* x^dx 

A = 



rM /» _ 

V7F 



I — m ^\ / I — n 

x^Xii-A X' 

m 



) 



l'intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à x = \. 

En intégrant de la même manière les expressions de B et de C, on 
les réduirait à de simple^ intégrales; mais il est plus facile de tirer ces 
intégrales de l'expression précédente de A. Pour cela, on observera 
que cette expression peut être considérée comme une fonction de a et 
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des carrés A*, — et — des demi-axes du sphéroïde, parallèles aux coor- 
données a, 6, c du point attiré; en nommant donc k^ le carré du demi- 
axe parallèle à ft, et par conséquent k^m et ^-— les carrés des deux 

autres demi-axes, B sera pareille fonction dé 6, A'*, k^m et A'^ — -, il 
faut ainsi , pour avoir B, changer, dans l'expression de A, a en 6, A 
en k ou -=7 m dans — ? et n daûs — > ce qui donne 

^ 3bM r n?af^d± 






Soit 



y/tu- ( m - 1 ) X»] (i + ^î-jp5 »«) 



0n4-(i — m)/2 



on aura 



« 3fcM 



M /* t^dt 



l'intégrale relative à / devant être prise, comme l'intégrale relative à x, 
depuis t=o jusqu'à / = i, parce que x = o donne t = o, et a?=:i 
donne t=i. 
Il suit de là que, si Ton suppose 






on aura 

3fcM d.iF 



B = 



fr» dX 



Si l'on change dans cette expression 6 en c, X en V^ et réciproquen^ent, 
on aura la valeur de C. Les attractions A, B, C du sphéroïde, parallèle- 
ment à ses trois axes, sont ainsi données par les formules stiivaiifes 

2. 
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Oq peut observer que, ces expressions ayant lieu pour tous les points 
intérieurs, et par conséquent pour les points infiniment voisins de la 
surface, elles ont lieu pour les points mêmes de la surface. 

La détermination des attractions du sphéroïde ne dépend ainsi que 
de la valeur de F; mais, quoique cette valeur ne soit qu'une intégrale 
définie, elle a cependant toute la difficulté des intégrales indéfinies, 
lorsque X et V sont indéterminées; car, si Ton représente cette inté- 
grale définie, prise depuis x = o jusqu'à a? — i, par ?(>^^, V^), il est 
aisé de voir que l'intégrale indéfinie sera x^(^[\^x^, V^a;*); en sorte 
que, la première étant donnée, la seconde l'est pareillement. L'inté- 
grale indéfinie n'est possible en elle-même (fue lorsque l'une des quan- 
tités \ et V est nulle, ou lorsqu'elles sont égales; dans ces deux cas, le 
sphéroïde est un ellipsoïde de révolution, et k sera son demi-axe de 
révolution si X et V sont égaux. On a, dans ce dernier cas, 



-h 






Pour en conclure les différences partielles -^ et ■ ' , ; qui entrent 
dans les expressions de B et de G, on observera que 

d¥ = -z Tï — I- 



X dX X' dX 



'F „/rfX rfX'X 



or on a, lorsque >. est égal à V, 



d.XF_ d.X'F rfX rfV 
<JX ~ dX' ' X ""^ X' ' 

partant 

^ rfX -^iXrfF -)- FrfX =^ 4r </.X»F. 

En substituant, au lieu de F, sa valeur, on aura 



d.XF 
dX 



= ^(arctangX--,A_.); 
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on aura donc, relativement aux ellipsoïdes de révolution dont k est le 
demi-axe de révolution, 

4. Considérons présentement l'attraction des sphéroïdes sur un 
point extérieur. Cette recherche présente de plus grandes difficultés 
que la précédente, à cause du radical v^ qui entre dans les expressions 
différentielles, et qui rend sous cette forme les intégrations impos- 
sibles. On peut les rendre possibles par une transformation convenable 
des variables dont elles sont fonctions; mais, au lieu de ce moyen, j'ai 
fait usage de la méthode suivante, uniquement fondée sur la différen- 
tiation des fonctions. 

Si l'on désigne par Y la somme de toutes les molécules du sphéroïde 
divisées par leurs distances respectives au point attiré, et que l'on 
nomme a?, j, z les coordonnées de la molécule c/M du sphéroïde, et a, 
b, c celles du point attiré, on aura 

y=: ^ rfM 



J ^[a-x 



)2^[fr_^)2^(C„^)2 



En désignant ensuite, comme précédemment, par A, B, C les attrac- 
tions du sphéroïde parallèlement aux axes des x, des y et des z, et 
dirigées vers leur origine, on aura 



i 



On aura pareillement 



ia x) dm 


d\ 


l(a - x}^ + [b - r)» + [c - z)^f 


da 


lent 

" db' ^ de' 
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d'où il suit que» si Ton connaît Y» il sera facile d'en conclure, par la 
seule différentiation , l'attraction du sphéroïde parallèlement à une 
droite quelconque, en considérant cette droite comme une des coor- 
données rectangles du point attiré, remarque que nous avons déjà faite 
dans le second Livre, n^ 11. 
La valeur précédente de V, réduite en série, devient 



r rfM 



I-H - 



I 2aar-h afty-f- 2C3 — ^ 



— ^2 __ %.2 _ ^a 



2 a^ -I- 6' H- c' 



Cette série est ascendante relativement aux dimensions du sphéroïde, 
et descendante relativement aux coordonnées du point attiré. Si Ton 
n'a égard qu'à son premier terme, ce qui suffit lorsque le point attiré 
est à une très-grande distance, on aura 



V— ** 



^a* -^ 6* -h c* 



M étant la masse entière du sphéroïde. Cette expression sera plus 
exacte encore, si l'on place l'origine des coordonnées au centre de 
gravité du sphéroïde; car on a, par la propriété de ce centre. 

en sorte que, si l'on considère comme une très-petite quantité du pre- 
mier ordre le rapport des dimensions du sphéroïde à sa distance au 
point attiré , l'équation 

M 



V = 



^a^ -h 6^ -f- c* 



sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons pré- 
sentement chercher une expression rigoureuse de Y relativement aux 
sphéroïdes elliptiques. 
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5. Si Ton adopte les dénominations du n^ 1» on aura 

y=f^=fffrdrdpdqslnp = iff(r'^-r^)dpdqsmp. 

En substituant au lieil de r et r' leurs valeurs trouvées dans le n® 1, 

on aura 

^dpdqslnp,! ^H 



-fp 



L» 



Reprenons les valeurs de A, B» G relatives aux points extérieurs et 
données dans le n^ 2, 



A — Il ^P ^9 ^^^P ^^^P • v^ 



'ff'- 
•If'- 



j._ Il dpdqsin^pcosq.^ 



-If 



dp dq sin^ p sïnq.^ 



Puisqu'aux limites des intégrales on a \/R = o, il est facile de voir 
qu'en prenant les premières différences de V, A, B, G par rapport 
à Tune quelconque des six quantités a, b, c, k, m et n, on peut se 
dispenser d'avoir égard aux variations des limites» en sorte que Ton a, 
par exemple, 

dY --, , . "^ L« 
— ^^.ffdpdqsinp-^^^', 

car l'intégrale i P^^^P' ^ est, vers ces limites, k trës-peu près pro- 

portionnelle à R^, ce qui rend nulle sa différentielle à ces limites. Gela 

posé, il est aisé de s'assurer, par la différentiation, que si, pour abré* 

ger, on fait 

aA-h6B-4-cG = F, 

on aura, entre les quatre quantités B» G, F et V» l'équation suivante 
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à différences partielles, 

aî»-^62 + c2 — A-2 /dV d¥ 



o = 



i^-Sh""'^-^' 



{') 



m \oo 2 00 

n \ac 1 de 



-b) 



— Ar^m — i-r k^[n — i)-T-' 

^ ' dm ^ ' an 

On peut éliminer de cette équation les quantités B, C et F, au moyen 
de leurs valeurs — -n-? — -r-et — a-^ ^^r — ^T-;on aura ainsi 

00 oc oa 00 oc 

une équation aux différences partielles en Y seul. Soit donc 

V = i; — M i', 

M étant, par le n^ 1, la masse du sphéroïde elliptique, et, au lieu des 
variables m et n, introduisons celles-ci et n, qui soient telles que 
Ton ait 

m n 

6 sera la différence du carré de Taxe du sphéroïde parallèle aux j, au 
carré de Taxe parallèle aux x; o sera la différence du carré de Taxe 
des z au carré de Taxe des a?; en sorte que, si Ton prend pour l'axe 

des X le plus petit des trois axes du sphéroïde, v^ et ^zs seront ses 
deux excentricités. On aura ainsi 

^ik= ^[^^ w^^'^d^-^^dk^^'y 



dm \m=* dB 2m/' 

dV ^Jk^ dv V 

dn 



\n* drn 2n/ 



V étant considéré, dans les premiers membres de ces équations, comme 
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fonction de a, b^ c, k^ m et n» et (^ étant considéré, dans leurs seconds 
membres, comme fonction de a, b^ c, 0, xs et k. Si Ton fait 

^ dv .dv dv 

= ^5^-^*56"^"^' 
on aura F == ~ MQ, et Ton aura les valeurs de A 37-? ^r—» 3-» en chan- 

àk dm on 

jgeant, dans les valeurs précédentes ^^ ^^ït' j- ®t j-» i' dans — Q. De 

plus, y et F sont des fonctions homogènes en a, b, c, k^ y^ et Vu, de 
la seconde dimension; car, Y étant la somme des molécules du sphé- 
roïde divisées par leurs distances au point attiré , et chaque molécule 
étant de trois dimensions, Y est nécessairement de deux dimensions, 
ainsi que F, qui a le même nombre de dimensions que Y; (^ et Q sont 
donc des fonctions homogènes des mêmes quantités, de la dimension 
-- 1 ; ainsi Ton aura, par la nature des fonctions homogènes, 

dv t dv dv -. dv dv , dv 

ôa ôb de dd ôw dk 

équation que Ton peut mettre sous cette forme, 

^dv dv , dv ^ 

dQ Ofjs ok 

On aura pareillement 

dQ ,dQ ôQ ^dQ dQ ,dQ ^ 

^5Ï^*5?-^"5?-^^^d^-^^^5^-^*5F = -Q- 

Gela posé, si dans l'équation (i) on substitue, au lieu de Y et de F et 
de leurs différences partielles, leurs valeurs précédentes; si, de plus, 

on y substitue 7-= — x au lieu de m, et r^- — au lieu de /i, on aura 

•^ k^ -h d k^ -{-T3 

w 1 *"^-°'g-Çf-«»+-)« 






Œuvres de L, — II. 



18 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

6. Concevons la fonction (^ réduite dans une série ascendante par 
rapport aux dimensions k, y/^ et \f^ du sphéroïde» et par conséquent 
descendante relativement aux quantités a^ b^ c; cette suite sera de la 
forme suivante 

V = U(o) 4- U(0 -4- U(2) 4- UC» 



U^®\ U^*^ U^^^... étant des fonctions homogènes de a, 6, c, A, ^^ et y^, 
et séparément homogènes relativement aux trois premières et aux trois 
dernières de ces six quantités, les dimensions relatives aux trois pre- 
mières allant toujours en diminuant» et les dimensions relatives aux 
trois dernières croissant sans cesse. Ces fonctions étant de la même 
dimension que i^f elles sont toutes de la dimension — i . 

Si l'on substitue dans l'équation {2), au lieu de (^, sa valeur précé- 
dente «n série ; si Ton nomme s la dimension de U^'^ en k^ V^ et y/ts^ et 
par conséquent —s — î sa dimension en a, b, c; si l'on nomme pareil- 
lement s' la dimension de U^'*^*^ en k, y/^ et yju^ et par conséquent 
— s'—i sa dimension en a, 6, c; si l'on considère ensuite que, par la 
nature des fonctions homogènes, on a 

a-- — -h b-^-r- -+• c—r — =— #4-1 UC'), 
ôa ôb de ^ ' 

a — h b — :-T h c — = — [s'-k- I U('-**«> 

da do ôc ^ ' 

on aura, en rejetant les termes d'une dimension supérieure, en A, ^6, 
et Vu, à celle des termes que l'on conserve, 

0X3 " 

(3) U('+0=' '"' ""^ 



<'^-±-^(a«-+-6»-Hc«) 
2 

Celte équation donne la valeur de U"'^*\ au moyen de U<'' et de ses 
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différences partielles; or on a 

U(o; = 1 



(a^ -h b^ -{•' c^)^ 



puisque, en n'ayant égard qu'au premier terme de la série, nous avons 
trouvé, dans le n^ 4, 

M 



V = 



1? 



en substituant donc cette valeur de U^®^ dans la formule précédente, on 
aura celle de U^*^; au moyen de celle de U^*\ on aura celle de U^^\ et 
ainsi de suite. Mais il est remarquable qu'aucune de ces quantités ne 
renferme k; car il est clair par la formule (3) que, U^®^ ne renfermant 
point k, U^*^ ne le renfermera pas; que, U^*^ ne le renfermant point, 
U^'^ ne le renfermera pas, et ainsi du reste; en sorte que la série entière 
U(o) ^ U^o _p [jw 4- . . , est indépendante de if ou, ce qui revient au 

même, -^ =o. Les valeurs de i', — x-» — tt» — t- sont donc les 

' d/r da do de 

mêmes pour tous les sphéroïdes elliptiques semblablement situés et 
qui ont les mêmes excentricités \/6 et y^; or — M^> — Mg^> 

—•M-T- expriment , par le n^ 4 , les attractions du sphéroïde paral- 
lèlement à ses trois axes; donc les attractions de différents sphé- 
roïdes elliptiques qui ont le même centre, la même position des axes 
et les mêmes excentricités, sur un point extérieur, sont entre elles 
comme leurs masses. 
Il est aisé de voir, par la formule (3), que les dimensions de U^®\ 

U^*^ U^*^ ... en ^ et \^ croissent de deux en deux unités, en sorte 
que s = 2if /=ai + a; on a d'ailleurs, par la nature des fonctions 
homogènes, 

3. 
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cette formule deviendra donc 

[:ti-\-i)Q[m-Q)-^ -{21 -+-1)60-^ 

^^^ (/ 4- 1) (2/ -^ 5) (a-* -i- ^-^ -I- c- j 

On aura, au moyen de cette équation, la valeur de v dans une série 
qui sera très-convergente, toutes les fois que les excentricités ^6 et sjts 
seront fort petites, ou lorsque la distance yja^ + 6* -h c* du point attiré 
au centre du sphéroïde sera fort grande relativement aux dimensions 
du sphéroïde. 

Si le sphéroïde est une sphère, on aura = o et t? = o, ce qui donne 
U^*^ = o, U^'^ = o, etc.; partant 

yjà^ -4- ^a -f- C» 

et 

M 



V = 



)ja^ -\-b^'^c^ 



d*où il suit que la valeur de Y est la même que si toute la masse de la 
sphère était réunie à son centre, et qu'ainsi une sphère attire un point 
quelconque extérieur comme si toute sa masse était réunie à son centre, 
résultat auquel nous sommes déjà parvenus dans le second Livre, n^ 12. 

7. La propriété de la fonction v^ d'être indépendante de k, fournit 
un moyen de réduire sa valeur à la forme la plus simple 'dont elle est 
susceptible; car, puisque Ton peut faire varier à volonté k sans changer 
cette valeur, pourvu que l'on conserve au sphéroïde les mêmes excen- 
tricités V^ et Vi7, on peut supposer k tel que le sphéroïde soit infini- 
ment aplati, ou tel que sa surface passe par le point attiré. Dans ces 
deux cas, la recherche des attractions du sphéroïde se simplifie; mais, 
comme nous avons déterminé précédemment les attractions des sphé- 
roïdes elliptiques sur des points placés à leur surface, nous suppose- 

I 

rons k tel que la surface du sphéroïde passe par le point attiré. 
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Si l'on nomme k ^ m\ n\ relativement à ce nouveau sphéroïde, ce que 
nous avons nommé k, m, n, dans le n^ 1 , par rapport au sphéroïde que 
nous avons considéré jusqu'ici, la condition que le point attiré est à sa 
surface, et qu'ainsi a, 6, c sont les coordonnées d'un point de cette 
surface, donnera 

et puisque l'on suppose que les excentricités \/6 et ^ts restent les 
mêmes, on aura 



d'où l'on tire 



m n 



k'^ , k'^ 



on aura donc, pour déterminer ^, l'équation 

Il est aisé d'en conclure qu'il n'y a qu'un sphéroïde dont la surface passe 
par le point attiré, 6 et u restant les mêmes. Car, si l'on suppose, ce 
que l'on peut toujours faire, que 6 et n soient positifs, il est clair 
qu'en faisant croître dans l'équation précédente k^ d'une quantité 
quelconque, que nous pouvons considérer comme une partie aliquote 
de A'*, chacun des termes du premier membre de cette équation croîtra 
dans un rapport moindre que k'^; donc si, dans le premier état de k'^, 
il y avait égalité entre les deux membres de cette équation, cette éga- 
lité ne subsistera plus dans le second état, d'où il suit que k'^ n'est 
susceptible que d'une seule valeur réelle et positive. 

Maintenant, soit M' la masse du nouveau sphéroïde; soient A\ B\ C 
ses attractions parallèlement aux axes des a, des b et des c; si l'on fait 



ï — m' ^ . I — n' 






m n 

x^dx 



j\/[^ 



x»x»)(n-x'»x«; 
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on aura, par le n^ 3, 

3aM' UWd.lF ^,_ 3cM^ d,l'¥ 

En changeant, dans ces valeurs de k\ B', G\ M' en M» on aura, par le 
numéro précédent, les valeurs de A, B, G relatives au premier sphé- 
roïde; or les équations 

m n 

donnent 

^^ étant donné par l'équation (5), que Ton peut mettre sous cette 
forme 

on aura donc 

._3aMp -,_36M().iF ^_ 3cM d.VF 

Ces valeurs ont lieu relativement à tous les points extérieurs au sphé- 
roïde, et, pour les étendre à ceux de la surface et même aux points 
intérieurs, il suffit d'y changer kf en k. 

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que 6 = 0, l'équation (5) 
donnera 

2fr'« := a» -^ 6« -^ cî» — ô -h ^[à^ -+- 6» 4- cî» — Q]^ -4- ^aP^l, 

et l'on aura, par le n^ 3, 

A = p^ (X — arc tangX), 
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Nous voilà donc parvenus à une théorie complète des attractions des 
sphéroïdes elliptiques; car la seule chose qui reste à désirer est l'in- 
tégration de l'expression différentielle de F, et cette intégration dans 
le cas général est impossible, non-^seuiement par les méthodes connues, 
mais encore en elle-même. La valeur de F ne peut pas être exprimée 
en termes finis au moyen de quantités algébriqueSt logarithmiques ou 
circulaires, ou, ce qui revient au même, par une fonction algébrique 
de quantités dont les exposants soient constants, nuls ou variables. Les 
fonctions de ce genre étant les seules que l'on puisse exprimer indé- 
pendamment du signe /, toutes les intégrales qui ne peuvent pas être 
ramenées à des fonctions semblables sont impossibles en termes finis. 
Si le sphéroïde elliptique n'est pas homogène, et s'il est composé de 
couches elliptiques variables de position, d'excentricités et de densité 
suivant une loi quelconque, on aura Tattraction d'une de ses couches, 
en déterminant, par ce qui précède, la différence des attractions de 
deux sphéroïdes elliptiques homogènes de même densité que cette 
couche, dont l'un aurait pour surface la surface extérieure de la 
couche, et dont l'autre aurait pour surface la surface intérieure de 
cette même couche. En sommant ensuite cette attraction différen- 
tielle, on aura l'attraction du sphéroïde entier. 
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CHAPITRE II. 



DU DÉVELOPPEBIENT EN SÉRIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES QUELCONQUES. 



8. Considérons généralement les attractions des sphéroïdes quelcon- 
ques. Nous avons vu, dans le n'' 4, que l'expression Y de la somme des 
molécules du sphéroïde» divisées par leurs distances au point attiré» a 
l'avantage de donner par sa différentiation l'attraction de ce sphéroïde 
parallèlement à une droite quelconque. Nous verrons d'ailleurs, en 
traitant de la figure des planètes, que l'attraction de leurs molécules se 
présente sous cette forme dans l'équation de leur équilibre; nous allons 
ainsi nous occuper particulièrement de la recherche de Y. 

Reprenons l'équation du n^ 4, 

r rfM 

J v/(a-x)»-h(6-7-)»-+-(c-z)»' 



Y = 



a, 6, c étant les coordonnées du point attiré, a?, y, z étant celles de la 
molécule d^l du sphéroïde, l'origine des coordonnées étant dans l'in- 
térieur du sphéroïde. Cette intégrale doit être prise relativement aux 
variables a?, y, z, et ses limites sont indépendantes de a^b^c; on trou- 
vera, cela posé, par la différentiation, 

d^V ô^y d^V 



da^ db^ ôc^ 

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le second Livre, 
n^ 11. 

Transformons les coordonnées en d'autres plus commodes. Pour 
cela, soit r la distance du point attiré, à l'origine des coordonnées. 



î? 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 25 

6 l'angle que le rayon r fait avec Taxe des a, xs l'angle que le plan 
formé par le rayon et par cet axe fait avec le plan des axes des a 
et des b; on aura 

a=:rcose, 6 = rsinecosnj, c = rsindsinQj. 

Si Ton nomme pareillement R» 6' et xs' ce que deviennent r, et cr rela- 
tivement à la molécule ^/M du sphéroïde, on aura 

j; = Rcosô', j^=Rsin6'cosnj', z =:Rsind'sinGj'. 

D'ailleurs» la molécule dlA du sphéroïde est égale à un parallélépipède 
rectangle dont les dimensions sont dK, R</8\ R</tj'sinO'y et par consé- 
quent elle est égale à ^^^dKc^'dv^^xnV^ p étant sa densité; on aura 
ainsi 

pR^c/Rc/e'rfTSj'sine' 



j j jylr^-^r^i 



cos6 cos0'-f- sin 9 sin d' cos (fij' — bj)] -i- R^ 

l'intégrale relative à R devant être prise depuis R = o jusqu'à la valeur 
de R à la surface du sphéroïde; l'intégrale relative à v^ devant être 
prise depuis is'= o jusqu'à gj^ égal à la circonférence, et l'intégrale 
relative à 6' devant être prise depuis 6'= o jusqu'à 0' égal à la demi- 
circonférence. En différentiant cette expression de Y, on trouvera 

_d»V cosg dV dp» da.rV 

t^' ^"" dô^ "^sinô dB '^sin'»^"^'' dr» ' 

équation qui n'est que l'équation (i) transformée. 
Si l'on fait cosO = (jl, on peut lui donner cette forme, 

Nous sommes déjà parvenus à ces diverses équations dans le second 
Livre, n® 11. 

Cemres dt L. — II. 4 
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9. Supposons d'abord le point attiré extérieur au sphéroïde. Si Ton 
réduit y en série , elle doit être dans ce cas descendante par rapport 
aux puissances de r» et par conséquent de cette forme 



U^o) U(0 UC2) UC5> 
r r^ r' r* 



• • • • 



En substituant cette valeur de Y dans l'équation (3) du numéro précé- 
dent, la comparaison des mêmes puissances de r donnera, quel que 
soit i, 



Il Mt clair, par la seule expression intégrale de Y, que U^'^ est une 

fonction rationnelle et entière de (x, ^i — (x'^sino et ^i — [l^ cosxj^ 
dépendante de la nature du sphéroïde. Lorsque i^o, cette fonction 
se réduit à une constante, et dans le cas de i = i elle est de la forme 



Hfx -h H' v^ I — fx*-» sinw -h H^v^i — /x^coscj, 

H, H% tr étant -des constantes. 
Pour déteiminer généralement U^'^ nommons T le radical 

I 

v/r» — 2R r[cosecosÔ'-h sinOsine' cosi>' — bj)] -f- R^' 

nous aurons 

or^ ; -^ H 5 -f-r . , » 

c^/m I — /x^ <^* 

Cette équation subsisterait encore, en y changeant 8 en 0', u en o, et 
réciproquement, parce que T est une pareille fonction de V et de zs' 
que de et de gt. 
Si l'on réduit T dans une suite descendante relativement à r, on aura 

0(v^ R R3 R' 

r r* r* r^ 
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QO étant, quel que soit {', assujetti à cette équation 

»= ïjr-^ * T^Tf' +.(.+.)Qw. 

et de plus il est visible que Q^'^ est une fonction rationnelle et entière 
de (A et \/i— (A* cos(o' — tj); Q^'^ étant connu, on aura U^'^ au moyen 
de l'équation 

Supposons maintenant le point attiré» dans l'intérieur du sphéroïde; il 
faut alors développer l'expression intégrale de Y dans une suite ascen- 
dante par rapport à r, ce qui donne pour Y une série de cette forme 



i^'^ étant une fonction rationnelle et entière de (jl, ^i—[L*sinu et 
VI — (A^coscr, qui satisfait à la même équation aux différences par- 
tielles que U<^\ en sorte que l'on a 



= 






dfi I — |tjt* 



Pour déterminer ç^^\ on réduira le radical T dans une suite ascendante 
par rapport à r» et l'on aura 

0(0) 1. 1.2 1.8 

les quantités Q^"', Q'", Q'^', . . . étant les mêmes que ci-dessus; on aura 
donc 

'pdRdjn'de'sinB'. Q(« 

Ri-I 



-'-fff- 



Mais, comme l'expression précédente de T n'est convergente qu'autant 
que R est égal ou plus grand que r, la valeur précédente de Y n'e$t 
relative qu'aux couches du sphéroïde qui enveloppent le point attiré. 

4. 
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Ce point étant extérieur par rapport aux autres couches, on détermi- 
nera la partie de Y qui leur est relative, par la première expression 
de V en série. 

10. Considérons d'abord les sphéroïdes très-peu différents de la 
sphère, et déterminons les fonctions Uf•^ U^'\ Uf'\..., ♦^•\ i^'\ ♦^^\..., 
relatives à ces sphéroïdes. Il existe une équation différentielle en Y, 
qui a lieu à leur surface, et qui est remarquable en ce qu'elle donne 
le moyen de déterminer ces fonctions sans aucune intégration. 

Supposons généralement la pesanteur proportionnelle à une puis- 
sance n de la distance; soit dJA une molécule du sphéroïde, et/ sa dis- 
tance au point attiré; nommons Y l'intégrale //'^'rfM, cette intégrale 
s'étendant à la masse entière du sphéroïde. Dans le cas de la nature, 

où 71= — 2, elle devient / —tt-j et nous l'avons pareillement exprimée 

par Y dans les numéros précédents. La fonction Y a l'avantage de 
donner par sa différentiation l'attraction du sphéroïde parallèlement 
à une droite quelconque; car, en considérant/ comme une fonction de 
trois coordonnées du point attiré perpendiculaires entre elles et dont 
l'une soit parallèle à cette droite, si l'on nomme r cette coordonnée, 
l'attraction du sphéroïde suivant r et dirigée vers son origine sera 

//" ^ ^^5 ®''^ s^**^ P^^ conséquent égale à — ^ ^? ce qui, dans le 

cas de la nature, se réduit à — ^) conformément à ce que nous avons 
trouvé précédemment. 

Supposons maintenant que le sphéroïde diffère très-peu d'une sphère 
du rayon a, dont le centre soit sur le rayon r perpendiculaire à la 
surface du sphéroïde, l'origine de ce rayon étant supposée arbitraire, 
mais très-près du centre de gravité du sphéroïde; supposons, de plus, 
que la sphère touche le sphéroïde, et que le point attiré soit au point 
de contact des deux surfaces. Le sphéroïde est égal à la sphère, plus 
k l'excès du sphéroïde sur la sphère ; or on peut concevoir cet excès 
comme étant formé d'un nombre infini de molécules répandues sur 
la surface de la sphère, ces molécules devant être supposées négatives, 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 29 

partout où la sphère excède le sphéroïde ; on aura donc la valeur de Y, 
en déterminant cette valeur : i® relativement a la sphère, 2® relative- 
ment à ces diverses molécules. 

Par rapport à la sphère, Y est une fonction de a, que nous désigne- 
rons par A; si Ton nomme ensuite dm une des molécules de l'excès 
du sphéroïde sur la sphère, et/ sa distance au point attiré, la valeur 
de Y relative à cet excès sera J/'^^dm\ on aura donc, pour la valeur 
entière de Y relative au sphéroïde, 

Y=:A-4-//'»+'dm. 

Concevons que le point attiré s*élève de la quantité infiniment petite dr 
au-dessus de la surface du sphéroïde et de la sphère, sur le prolonge- 
ment de r ou de a; la valeur de Y relative à cette nouvelle position du 

point attiré deviendra Y h- ^ dr\ A augmentera d'une quantité pro- 
portionnelle a dr, et que nous représenterons par Mdr. De plus, si 
Ton nomme y Tangle formé par les deux rayons menés du centre de 
la sphère au point attiré et à la molécule dm, la distance/ de cette 
molécule au point attiré sera, dans la première position de ce point, 

égale a \/2a^(i — cosy); dans la seconde position, elle sera 



\l[a-\- dr)^ — 9.a(a'hdr) cosy H- a*. 



ou/(i-4- — ); l'intégrale //"^^dm deviendra ainsi 



on aura donc 



(-^ ?)//"■"»■' 



dr 2 a ''•' 



en substituant, au lieu de Jf^^^dm, sa valeur Y — A, on aura 

^ ' or 7.a 7,a 
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Dans le eds de la nature^ TéquatioD (i) devient 

or * ^ 

La valeur de Y relative à la sphère du rayon a est» par le n? 6, égale à 
^1^5 ce qui donne A = ^—-^ X'= — — ; on aura donc 

, , ()W 9.1: a^ é%t 

^ or 6 

On doit observer ici que cette équation a lieu, quelle que soit la posi- 
tion de la droite n et dans le cas même où elle ne serait pas perpendi- 
culaire à la surface du sphéroïde , pourvu qu'elle passe fort près de son 
centre de gravité ; car il est facile de voir que l'attraction du sphéroïde, 
décomposée suivant ces droites» et qui» comme on l'a vu, est égale à 

— -T-i est» quelle que soit leur position, toujours la même, aux quan- 
tités près de Tordre du carré de l'excentricité du sphéroïde. 

11. Reprenons maintenant l'expression générale de Y du n® 9, rela- 
tive à un point attiré extérieur au sphéroïde, 

,, U(o) U(0 U(îi) 

Y= • — r- ^ — r- -+-•••» 

r r^ r' 

la fonction U^^^ étant, quel que soit i, assujettie à l'équation aux dif- 
férences partielles 

d-ll — fA« --r 

^ ' OU. OJS^ .f. \wui\ 

dfx I — fi^ ^ ' 

On aura, en differentiant la valeur de Y, par rapport à r, 

or r^ r' r* 

Représentons par a ( i + %y) le rayon mené de l'origine de r à la surface 



PREMIÈRE PARTIE. ^ LIVRE III. 31 

du sphéroïde, « étant un très-petit coefficient constant, dont nous né^ 
gligerons le carré et les puissances supérieures , et y étant une foncr 
tion de ^ et de u, dépendante de la nature du sphéroïde. On aura, aux 

quantités près de l'ordre a, V = ^t~-' d'où il suit que, dans l'expres- 
sion précédente de V: i® la quantité U^"^ est égale à ^^^' plus à une 

très-petite quantité de Tordre a et que nous désignerons par U'^"^; 2® les 
quantités U^*^ U^*^ . . . sont très-petites de l'ordre a. En substituant 
a(i"i-«y) au lieu de r dans les expressions précédentes de Y et de 

— ^> et en négligeant les quantités de Tordre a', on aura, relative- 
ment à un point attiré placé à la surface, 

dV . ,, , U'(») 2U(0 3U(î») 

dr ' ^ '' ' a a^ a*» 

si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (2) du numéro précédent, 
on aura 

U'(o) Zl}(o 5UC2) 7UC») 
^ "^ a a^ a* a* 



. t . • 



H «uit de là que la fonction y est de cette forme 

y :=z Y(0) -4- Y(0 4- Y(2) -h Y(8) -+...., 

les quantités Y<^^ Y«*^ Y«*\ . . . étant, ainsi que U<^\ U<^^ U<«\ . . . , assu- 
jetties à cette équation aux différences partielles 



= 



C_ -I +1 ,4., YC); 

ÔIÂ I— /x^ ^ 



cette expression de y n'est donc point arbitraire , mais elle dérive du 
développement en série des attractions des sphéroïdes. On verra dans 
le numéro suivant que y ne peut se développer aipsi que d'une seule 
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manière; on aura donc généralement, en comparant les fonctions sem- 
blables, 

21 -M 

d'où Ton tire, quel que soit r, 

^ ' or f* \ 3r 5r* 'jr^ / 

Il ne s'agit donc plus, pour avoir Y, que de réduire y sous la forme 
que nous venons de lui supposer; nous donnerons dans la suite une 
méthode fort simple pour cet objet. 

Si l'on avaity = Y^'\ la partie de V relative à l'excès du sphéroïde 
sur la sphère dont le rayon est a, ou, ce qui revient au même, relative 
à une couche sphérique dont le rayon est a et l'épaisseur aaj", serait 

(^^ \ i^t ; cette valeur serait, par conséquent, proportionnelle à y, 

et il est visible que ce n'est que dans ce cas que cette proportionnalité 
peut avoir lieu. 

12. On peut simplifier l'expression Y^*^ -h Y^*^ -+- Y^^^ -f- ... de j', et 
en faire disparaître les deux premiers termes, en prenant pour a le 
rayon d'une sphère égale en solidité au sphéroïde, et en fixant l'ori- 
gine arbitraire de r au centre de gravité du sphéroïde. Pour le faire 
voir, nous observerons que la masse M du sphéroïde, supposé homo- 
gène et d'une densité représentée par l'unité, est, par le n^ 8, égale 
à ///R^rfRrf[x£/cT, ou à ^//R'V(jLrfb, R' étant le rayon R prolongé 
jusqu'à la surface du sphéroïde. En substituant pour R' sa valeur 
a(i-f- aj), on aura 



• • • • 



Il ne s'agit donc que de substituer pour y sa valeur Y^*^ -H Y^*^ 
et d'effectuer ensuite les intégrations. Voici pour cet objet un théo- 
rème général et fort utile dans cette analyse : 
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Si Y^'^ et Z^^^ sont des /onctions rationnelles et entières de (jl, 
^i—\i?mixs et v'i— fA^cosu, qui satisfont aux équations suivantes, 

^ , ,, dY(') d«Y(0 

d.fi — a*)— s — x_^ 

^ ^ ' ou. om^ .,,., %,-,/,x 



o — 



on a généralement 

ffY(')Z(^')diidfs = o, 

lorsque i et i' sont des nombres entiers positifs différents entre eux, les 
intégrales étant prises depuis (a = — i jusquà |a = i > et depuis = 
jusqu'à xs = 27Py 2I7P étant la circonférence dont le rayon est l'unité. 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons qu'en vertu de la pre- 
mière des deux équations précédentes aux différences partielles, on a 



//Y(OZ<'')rf|txdci = 



l(l-M) JJ I-fA» 



ZC) ^:rf— 

- afAdus. 



Or on a, en intégrant par parties relativement à |jl, 







et il est clair que, si Ton prend l'intégrale depuis |jl = — i jusqu'à 
[i. = I , le second membre de cette équation se réduit à son dernier 
terme. On a pareillement, en intégrant par parties relativement à 17, 

OBtUTêS de X. — U. 5 
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et ce second membre se réduit eneore k son dernier terme, lorsque 
l'intégrale est prise depuis cr =^ o jusqu'à xs := 27r, parce que les va- 
leurs de Y^'^ -^ — j Z^*'^ et — t — sont les mêmes à ces deux limites; 
on aura donc ainsi 



,f 2 



d'où l'on tire, en vertu de la seconde des deux équations précédentes 
aux différences partielles» 

on a donc 

lorsque i est différent de T. 

De là il est aisé de conclure que y ne peut se développer que d'une 
seule manière dans une série de la forme Y^®^ -i- Y^*^ -h Y^^^ -h ... ; car 
on a généralement 

si Ton pouvait développer j' dans une autre série Y^®*-f-Y)*^H-YÎ'^-' . . . 
de la même forme, on aurait 

ffrV^^diidm ^ffYl'^Z(^)dfJLdm, 

partant 

JfY'i)Z^i)dii.djs =//Y(')Z(')rffirfcj: 

or il est facile de voir que, si l'on prend pour Z^'^ la fonction la plus 
générale de son espèce, l'équation précédente ne peut subsister que 
dans le cas où YJ*^ = Y^'^; la fonction y ne peut donc se développer 
ainsi que d'une seule manière. 
Si dans l'intégrale JJyd}Ldx3 on substitue pour j^ sa valeur 

Y(o)H-Y(*)-hYf«>-:-.... 

on aura généralement 
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I étant égal^u plus grund qm l'unité; car Tunité qui multiplie </fi<A3 
est comprise dans la forme Z^®^ qui convient à toute quantité constante 
ou indépendante de [i. et de xs. L'intégrale ffydif.du se réduit donc à 
JJY^^^d\kdis, et par conséquent à 4*Y^*^; on a donc 

ainsi, en pretiant pour a le rayon de la sphère égale en solidité au 
sphéroïde, on aura V*' t= o, et le terme Y<^^ disparaîtra de l'expres- 
sion de y. 

La distance de la molécule d^M ou fi^dVid^-dm au plan du 
méridien d'où l'on compte l'angle rs est égale à R v/i — (ii^sinij; 
la distance du centre de gravité du sphéroïde à ce plan sera donc 
J//R* d^d}kdx3yji — ji^ sincy, la masse M étant prise pour unité, et, en 
intégrant par rapport à R, elle sera j//R'* £/(jl rfu \/ i — jjl* sinu, R' étant 
le rayon R prolongé jusqu'à la surface du sphéroïde. Pareillement, la 
distance de la molécule d^ au plan du méridien perpendiculaire au 
précédent étant Ryi-— (a^cosct, la distance du centre de gravité du 
sphéroïde à ce plan sera jJfW*diLdz5^i— (x^cosi7. Enfin, la distance 
de la molécule </M au plan de l'équateur étant R[iL, la distance du centre 
de gravité du sphéroïde à ce plan sera {//R'^pLc^j^rfo. Les fonctions (x, 
Vi— fi.*sintj et VI— pt*cost3 sont de la forme Z^'^ Z^'^ étant assujetti 
à l'équation aux différences partielles 

^ , ,^^ZCO d^ZCO 

0= ^ ^~-] r-+-aZ(*J. 

djtx I — /x* 

Si l'on conçoit R'* développé dans la suite N^*' -+- N^*) h- N^^ H- . . . , 
N^^^ étant une fonction rationnelle et entière de (jl, Vi — (x^sinw, 
\/i — jjL* cosCT, assujettie à l'équation aux différences partielles 

'^ ^ du. dxS^ ., . \^,;s 

O :^ -^ ^—5 ^ — ^— H ■ • • -h I ( I 4- 1 1 W^'S 

dfx I — yi^ ^ ' 

les distances du centre de gravité du sphéroïde aux trois plans pré- 

5. 
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cédents seront, en vertu du théorème générai que nous venons de 

démontrer, 

T//N(«>rffxrfBJv^i— jut^sin©, 

N^*^ est, par le n** 9, de la forme A|i. -i- B ^i — (jl* sinu -+- C v^— (x* cosu, 
A, B, G étant des constantes; les distances précédentes deviendront 

ainsi ^ B, ^ G, | A. La position du centre de gravité du sphéroïde ne 

dépend ainsi que de la fonction N^^^ ce qui donne un moyen très- 
simple pour la déterminer. Si l'origine du rayon R' est à ce centre, 
cette origine étant sur les trois plans précédents, les distances du 
centre de gravité à ces plans seront nulles, ce qui donne A== o, B== o, 
G = G, partant N(*> = o. 

Ges résultats ont lieu, quel que soit le sphéroïde; lorsqu'il est très- 
peu différent d'une sphère, on a R'=- a(i -+- «y), et R'* = a*(n- ^fiy); 
ainsi, y étant égal à Y^«) -i- Y^o + y^») ^ ^ ^^ ^ jj(i) ^ 4aa* Y(«); la 

fonction Y^** disparait donc de l'expression de y, lorsque Ton fixe l'ori- 
gine de R' au centre de gravité du sphéroïde. 

13. Concevons maintenant le point attiré, dans l'intérieur du sphé- 
roïde; nous aurons, par le n^ 9, 

V-- i;(0) H- ,.i;(0 .|. r^v(2) ^ HvC») H-. . ., 



v(i) -^ 



fff 



Ri-l 



Supposons que cette valeur de Y soit relative à une couche dont la sur- 
face intérieure soit sphérique et du rayon a, et dont le rayon de la sur- 
face extérieure soit a(n-ay); l'épaisseur de cette couche sera ctay. 
Si l'on désigne par y' ce que devient y lorsque l'on y change et w 
dans 6' et cf', on pourra, en négligeant les quantités de l'ordre a*, chan- 
ger r en a et ^/R en oLay\ dans l'expression intégrale de v^^^; on aura 
ainsi 

*^'> = ^ ffr'dm'dff sInÔ'.QCO. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 37 

Relativement à un point placé à Textérieur du sphéroïde, on a, par le 
n^9, 

„ U«» U(*) UC2) 
UC^ =y//R'+« dRduj'dQ' sin d' . QO ; 

si l'on suppose cette valeur de Y relative à une couche dont le rayon 
intérieur est a et dont le rayon extérieur est a(i + a^), on aura 

U(') = cca^^^ ffx' dw' dO' sin 0'. Q(') ; 

partant 



.(0 ^ ^^''^ 



^214-1 



On a, par le n® 11, 



donc 



21 H- 1 ' 






ce qui donne 

. \ 3a 5a* / 

Il faut ajouter à cette valeur de Y celle qui est relative à la couche 
sphérique de Tépaisseur a — r^ qui enveloppe le point attiré , plus 
celle qui est relative à la sphère du rayon r et qui est au-dessous du 
même point. Si Ton fait cosO'= |ii\ on aura, par rapport à la première 
de ces deux parties de Y, 

l'intégrale relative à (jl' devant être prise depuis (ii'= — i jusqu'à \i!= i . 
En intégrant par rapport à R depuis R = r jusqu'à R = a, on aura 

or on a généralement, par le théorème du numéro précédent, 
ff€k/d{L\Q=: ^''Of lorsque t est égal ou plus grand que l'unité; lorsque 
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ir=o, on a, par le n® 9, Q^'^ ^ i; de plus, rintégration relative à ti^ 
doit être prise depuis ct'— o jusqu'à xs' ~ h-k; on aura donc 

Cette valeur de ^^®^ est la partie de V relative à la couche sphérique de 
l'épaisseur a — r. 

La partie de Y relative à la sphère dont le rayon est r est égale à la 
masse de cette sphère, divisée par la distance du point attiré a son 

centre; elle est par conséquent égale à -y"-- En réunissant ces diverses 

parties de V, on aura, pour sa valeur entière, 

(4) V=27ra2-|7rrî»4-4a7:a2(Y(«>H-^Y(OH-^Y(2)-f- —-¥(»)-}-...). 

Supposons le point attiré placé au dedans d'une couche à très-peu près 
sphérique, dont le rayon intérieur est 

a -^ aa(YCo) -\- YCO -+- Y^») ^- . . .), 

et dont le rayon extérieur est 

«'-+- xa' (F(«^ -h Y'O ) 4- Y'(«) + ...)• 

On peut comprendre les quantités aaY^®^ et aa'Y'^®^ dans les quan- 
tités a et a'; de plus, en fixant l'origine des coordonnées au centre de 
gravité du sphéroïde dont le rayon serait a-f-aa(Yf"^ -;- Y^*^ -+- . . .), 
on fera disparaître Y^*^ de l'expression de ce rayon, et alors le rayon 
intérieur de la couche sera de cette forme 

a -f- aa(Y(^) -f- YO -h Y(*) -f- . . .), 

et le rayon extérieur sera de la forme 

a' -h aa! ( Y'O) H- Y'(») -\- Y'(») +...)• 

On aura la valeur de Y relative à cette couche, en prenant la différence 
des valeurs de Y relatives à deux sphéroïdes dont le plus petit aurait la 
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première quantité pour rayon de sa surface, et dont le plus grand au- 
rait la seconde quantité pour rayon de sa surface ; en nommant donc 
âY ce que devient Y relativement à cette couche, on aura 

Si Ton veut que le point placé dans l'intérieur de la couche soit égale- 
ment attiré de toutes parts, il faut que AY se réduise à une constante 
indépendante de r, 6 et ct; car on a vu que les différences partielles de 
àY, prises par rapport à ces variables, expriment les attractions par- 
tielles de la couche sur le point attiré; on a donc alors Y'^*^ = o, et 
généralement 

en sorte que; le rayon de la surface intérieure étant donné, on aura 
celui de la surface extérieure. 

Lorsque la surface intérieure est elliptique, on a Y^*^ = o, Y^*^= o,..., 
et par conséquent Y'^'^ = o, Y'^*^ -- o, . . . ; les rayons des deux surfaces 
intérieure et extéiîeure sont donc 

ainsi Ton voit que ces deux surfaces sont semblables et semblablement 
situées, ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé dans le n* 3. 

14. Les formules (3) et (4) des n^ 11 et 13 embrassent toute la 
théorie des attractions des sphéroïdes homogènes très -peu différents 
de la sphère ; il est facile d'en conclure celle des sphéroïdes hétéro- 
gènes, quelle que soit la loi de la variation de la figure et de la den- 
sité de leurs couches. Pour cela, soit a(i-i-aj) le rayon d'une des 
couches d'un sphéroïde hétérogène, et supposons que y soit sous cette 
forme Y<^> ^- V^ 4- Y^^^ 4- Y^'^ -+-..., les coeflBcients qui entrent dans 
les quantités Y^®\ Y^*\ Y^^\ . . . étant des fonctions de a, et par consé- 
quent variables d'une couche à l'autre. Si l'on différentie par rapport 
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à a la valeur de V donnée par la formule (3) du n® 11, et que Von 
nomme p la densité de la couche dont le rayon est a(i + a^)9 p étant 
une fonction de a seul , la valeur de Y correspondante à cette couche 
sera, pour un point attiré extérieur, 

or ^ '^ \ 3r 5r* / 

cette valeur sera donc, relativement au sphéroïde entier, 

(5) V = |j/prf.a. + ^Jpd(a.YC)-t-|lYCO+i^Y(')+^Y(»)H-...), 

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à la valeur de a qui a 
lieu à la surface du sphéroïde, et que nous désignerons par a. 

Pour avoir la partie de V relative à un point attiré intérieur au sphé- 
roïde, on déterminera d'abord la partie de cette valeur relative à toutes 
les couches auxquelles ce point est extérieur. Cette première partie est 
donnée par la formule (5), en prenant l'intégrale depuis a = o jusqu'à 
a = af a étant relatif à la couche sur laquelle se trouve le point attiré. 
On déterminera la seconde partie de Y, relative à toutes les couches 
dans l'intérieur desquelles ce point se trouve, en différentiant la for- 
mule (4) <lu numéro précédent par rapport à a, en multipliant ensuke 
cette difTérentielie par p, et en prenant l'intégrale depuis a = a jusqu'à 
a = a ; la somme de ces deux parties de Y sera sa valeur entière relative 
à un point intérieur, et l'on aura pour cette somme 

(6) ( *^ ' ^ 
^-27r/prf.aa-^4a7: rprf(a2Y«»)-{-y Y(Oh- y Y(»)-^ iii ¥<»-+-.. .V 

les deux premières intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a^ 
et les deux dernières étant prises depuis a = a jusqu'à a — a; il faut 
de plus, après les intégrations, substituer a au lieu de r dans les termes 

multipliés par a, et '""^^ au lieu de - dans le terme i^f?d.a*. 
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15. Considérons présentement les sphéroïdes quelconques. La re- 
cherche de leur attraction se réduit, par le n® 9, à former les quan- 
tités U^'^ et i^^^; on a, par le même numéro, 

les intégrales devant être prises depuis R = o jusqu'à sa valeur à la sur- 
face, depuis (jl'=: — I jusqu'à (x.'— i, et depuis ct'=o jusqu'à u'^ax. 
Pour déterminer cette intégrale, il faut connaître Q^'^ Cette quantité 
peut se développer dans une fonction finie de cosinus de l'angle u — u' 
et de ses multiples. Soit 6cos/i(ct — ct') le terme de Q^'^ dépendant 
de cos/i(tj — ct), 6 étant une fonction de (a et de (/.'; si l'on substitue 
au lieu de Q^^^ sa valeur dans l'équation aux différences partielles en Q^^^ 
du n^ 9, on aura, en comparant les termes multipliés par cos/i(i7— n'), 
cette équation aux différences ordinaires 

Q^'^ étant le coefficient de -^ dans le développement du radical 



Vr=^ — 2Rr [fx^'H- )/ 1 ~ (jl"^ s/ ^ — [x^ C0s{cj — cj' )] H- R' 

Le terme dépendant de cos/i(cy — o) dans le développement de ce 
radical ne peut résulter que des puissances de cos(t7 — n') égales à /», 
/iH-a, /i-r-4f-' ainsi, cos(tj — cy') ayant pour facteur y^i — (jl*, ê doit 

avoir pour facteur (i— (x.^)^. Il est facile de voir, par la considération 
du développement du radical, que ê est de cette forme 



n 



Si l'on substitue cette valeur dans l'équation différentielle en €, la 
comparaison des puissances semblables de [l donnera ^ 

Œuvres de L, — U. 6 
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d'où l'on tire, en faisant successivement 5 = 1, s^rrza,..., les valeurs 
de A^*^ A^*^ . . . , et par conséquent 

n]^ 2.(a« — I) ^ 2.4.'^2/ — 1)(2/ — 3) '^ f 

6 = A(i— a«]« ; 

^ '^ ' J ii—n] [i-^n — i] (/—/g — 2^ (/— /i — 3) (/— /i-4^ (/— /i — 5) ^.^_,_^ k 

( 2.4.6.(2/ — 1)(2« — 3)(2/ — 5) ^ '"' 

A est une fonction de ^l' indépendante de [/.; or, [x et (a' entrant de la 
même manière dans le radical précédent, ils doivent entrer de la même 
manière dans l'expression de ê ; on a donc 

A = , ,. - ,■.,? [,-" - !^--£^^. I-î-^! .■-- +...]. 

Y étant un coefficient indépendant de (jl et de [/.'; partant, 

'^ L 2.(2f — I) ' J L 2.(2/ — I) ^ J 

On voit ainsi que ê se partage en trois facteurs, le premier indépendant 
de (X. et de \l\ le second fonction de \l seul, et le troisième fonction 
semblable en(jL. Il ne s'agit plus que de déterminer y. 

Pour cela, nous observerons que, si i — /i est pair, on a, en sup- 
posant (JL = o, (a'= o, 

g y[i.2.3. .(/ — n)]^ _ y[i.3.5...(f — n — i).i.3.5...(/H-n — i)p 

'■"[a4...(i-ii).(2i-i)(2i — 3).'..(i-h/i-f-i)p"" [i.3.5...(2i-i)p 

Si I — /i est impair, on aura, en ne conservant que la première puis- 
sance de \L et de \l\ 

g_ 7|xpt^ [1.2.3. . .(/ — /?)]* 7UfA'. [ 1 . 3 . 5 . . . (/ — /î).i.3.5. ..(/-f-/î)]« 

[2.4...(/ — /l — 1).(2/ — l) (2/— 3)...(/-4-/î-4-2)]« "~ [1.3.5. .(2/— 1)]« 

Le radical précédent devient, en négligeant les carrés de ^ et de ^\ 

if) [r»-2Rrcos(©---Bj')-f Rî»]"^H-Rr^|ui'[ra-2Rrcos(cj---cj')-hR»]"*; 

si l'on substitue, au lieu de co8(ct — ct'), sa valeur en exponentielles 
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imaginaires, et si Ton nomme c le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est l'unité, la partie indépendante de [i.(a' devient 

(,._RcC«'-cT')i/^)"î(r — Rc^(cï-cy')v^^r^. 
¥ oî • * j R* c''(^-^')\^-hc-"(^'^'^^ j R' / 

Le coemcient de -nr ou de -ttt cosniu — u i 

dans le développement de cette fonction est 

2.ï.3.5...(/-hn — i).ï.3.5...(i — n — i)^ 
2.4.6. . .(I H- /ij. 2.4.6. . .(i — n) ' 

c'est la valeur de S lorsque 1 -- /» est pair. En la comparant à celle que 
nous venons de trouver dans le même cas, on aura 

1.3.5. . .(21 -- 1]]2 ï[i _ 1). . .(1 _ n -4-1) 



_^ ri.3.5...(2i-i] ia 1( 1-1) 

!_• 1.2.3. ..I j (i-hi)(i 



H- 2). . .{i-hn) 



Lorsque /» = o, il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient, et 
alors on a 

r i.3.5...(2i-i) 'ia 

' L 1.2.3. ..I j 

R' 
Pareillement, le coefficient de -j^inL'cosn{u — ts") dans la fonc- 
tion (/) est 

2.1.3.5. . .(i-f- n). 1.3.5. . .(1 — n) 



a.4.6. . .(i -{- /i — i).2.4.6. . .(i — /i — i)' 

c'est le coefficient de (ajx' dans la valeur de ê, lorsque l'on néglige les 
carrés de [/. et de (a\ et lorsque i — n est impair. En le comparant à 
l'expression que nous venons de trouver pour ce coefficient dans le 
même cas, on aura 

[1.3.5. .. (21 — 1)12 i(i — i). . .(1 — 11-4-1) 
1.2.3. ../ J (1 -4-1) (1-1-2) .. .(i-4-n)' 

expression qui est la même que dans le cas de i — n pair. Si /i = o, 

on aura encore 

_ ri.3.5...(2i-i) y 

' L 1.2.3. ..I J 

6. 
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16. De ce qui précède nous pouvons conclure la forme générale des 
fonctions Y^^^ de (x, ^i— (jL^sincr et Vi — p-^cosnr, qui satisfont à l'équa- 
tion aux différences partielles 

a.li — M*j— 3 — — T — :- 

dfJL I— a* ^ ' 

En désignant par S le coefficient de sinnu ou de cos/itj dans la fonc- 
tion Y^^K on aura 

^ ^ ' du n«6 ... . . 



n 



S est égal à (i — (j.^)' multiplié par une fonction rationnelle et entière 
de [1.9 et dans ce cas on a, par le numéro précédent, 

A^") étant une arbitraire; ainsi, la partie de Y^^^ dépendante de Tangle 
nu est 

[i-u^ )î (^ai-n - 'll^|iî^~J-?J:i!] fji,i-n-2 _^. . . . j ( AC») sin nxa H- BC») cosnw) , 

A^"*^ et B^'*^ étant deux arbitraires. Si Ton fait successivement, dans 
cette fonction, /i = o, /i = i, /i :--_ 2, . . . , n = i^ la somme de toutes 
les fonctions qui en résulteront sera l'expression générale de \^^\ et 
cette expression renfermera 21 -: i arbitraires B^•^ A^*\ B^*^ A^^^ B^*^.... 
Considérons maintenant une fonction S, rationnelle et entière de 
Tordre s^ des trois coordonnées orthogonales a?,^, s. Si l'on représente 
par R la distance du point déterminé par ces coordonnées à leur ori- 
gine, par l'angle formé par R et par l'axe des x^ et par xs l'angle que 
le plan des x et des y forme avec le plan passant par R et par l'axe 
des x, on aura 



X -.-. R|x, X -' R^i~-f*'cos«j, z :-- R VI— «x-sinoj. 
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En substituant ces valeurs dans S et en développant cette fonction en 
sinus et cosinus de l'angle u et de ses multiples, si S est la fonction 
la plus générale de Tordre s^ alors sinncr et cosnu seront multipliés 
par des fonctions de la forme 



n 



ainsi la partie de S dépendante de l'angle nu renfermera 2{s — n-\-\) 
constantes indéterminées. La partie de S dépendante de l'angle xs et 
de ses multiples renfermera donc 5(54-1) indéterminées; la partie 
indépendante de u en renfermera 54-1; S renfermera donc (^-hi)^ 
constantes indéterminées. 

La fonction Y^"^-hY^*M-Y^*^-h...-f-Y^'^ renferme pareillement (5+1)'' 
constantes indéterminées, puisque la fonction Y^^^ en renferme 2ï -hi; 
on peut donc transformer S dans une fonction de cette forme, et voici 
la manière la plus simple d'exécuter cette transformation. 

On prendra, par ce qui précède, l'expression la plus générale de Y^'^; 
on la retranchera de S, et l'on déterminera les arbitraires de Y^*^ de 



manière que les puissances et les produits de (i. et de vi — K-^ de 
l'ordre s disparaissent de la diflFérence S — Y^'^ ; cette différence de- 
viendra ainsi une fonction de l'ordre 5 — 1, que nous désignerons 
par S'. On prendra l'expression la plus générale de Y^'~'\ on la re- 
tranchera de S', et l'on déterminera les arbitraires de Y^*""*^ de ma- 



nière que les puissances et les produits de jx et de Vi — V-^ de l'ordre 
s — i disparaissent de la différence S'— Y^'"*^ En continuant ainsi, on 
déterminera les fonctions Y^*^Y^'~*^Y^'"'^^..., dont la somme forme S- 

17. Reprenons maintenant l'équation du n'^ 15, 

VU) =z fffpRi^^dRdii'dxn'.Q('K 

Supposons R fonction de |jl', m' et d'un paramètre a, constant pour 
toutes les couches de même densité et variable d'une couche à l'autre. 
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La différence <f R étant prise en supposant [a' et u' constants* on aura 
rfR = j- ^; partant 



da 



"" ^ ris fffp ^ dadf,'<h.'.Q<0. 



Concevons R'"*"' développé dans une suite de cette forme 

Z'^'* étant, quel que soit «, une fonction rationnelle et entière de (x', 
Vi — (Jt.'^sinij' et v^i— K-'^cosny', qui satisfait à Téquation aux diffé- 
rences partielles 

«... .^_^Ji- + __^+,r,+,]Z(o. 

La différence de Z'^'^ prise par rapport à a satisfait encore à cette équa- 
tion, et par conséquent elle est de la même forme; on ne doit donc, en 
vertu du théorème général du n*^ 12, considérer que le terme Z'^^^ dans 
le développement de R'"^', et alors on a 

Lorsque le sphéroïde est homogène et peu différent d'une sphère, 
on peut supposer p = i et R = a(i4-a^'); on a alors, en intégrant 
par rapport à a, 

De plus, si Ton suppose y' développé dans une suite de la forme 

Y'^^^ satisfaisant à la même équation aux différences partielles que Z'<'\ 

on aura, en négligeant les quantités de l'ordre a^, Z'^'^= («-i- 3) aa'"*"' Y'^'^; 

on aura donc 

U(') =r aa^^ffY'('>dix'dm'. Q<«X 
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Si l'on désigne par Y^'^ ce que devient Y'^^^ lorsque Ton y change jjl 
et cr" dans [i et u^ on a, par le n^ 11, 

U(0 = i^"^ Y(') ; 

2I-4-I 

on a donc ce résultat remarquable 

Cette équation ayant lieu quel que soit Y'<'', on doit en conclure généra- 
lement que la double intégration de la fonction //Z'^'^rffA'rfcy'. Q^'^ prise 
depuis (jl'— — I jusqu'à (i.'— i, et depuis u'= o jusqu'à ct'= :iir, ne fait 

que transformer Z'^'^ dans ^ — > Z^'^ étant ce que devient Z'<'^ lorsque 

Ton y change [/.' et ct" dans [a et 17; on a donc 



(i-f-3)(2i-^-i) J ^ da 



et la triple intégration dont dépend U^^^ se réduit à une seule intégra- 
tion prise par rapport à a, depuis a~o jusqu'à sa valeur à la surface 
du sphéroïde. 

L'équation (i) offre un moyen très-simple d'intégrer la fonction 
//Y^'^ Z^'^ d]L dxs, depuis ji 1= — i jusqu'à |x -- 1 , et depuis = jusqu'à 
CT = 2TC. En effet, la partie de Y^'^ dépendante de l'angle nts est, par ce 
qui précède, de la forme >.(A^''^ smnw -h B^"^ cos/io), "k étant égal à 

on aura donc 

¥'<«■> = X' ( A<«> sin»m'+ B(») cosnw' ), 

X' étant ce que devient X lorsque (^ se change en p.'. La partie de Q^'^ 
dépendante de l'angle nw est, par le numéro précédent, 

yW cosn(w — w' )f ou yXX' (cosnisj cosnw'-h sinhcr siniicj' ) ; 
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ainsi la partie de Tintégrale ffY^^^diL'dzs'. Q^'^ dépendante de l'angle nts 
sera 

yX sinnfs.ffy^diJL'clm' sïnnxn' {A("^sinnfs'-\-B("^ cosnm' 
-\ ylcosnxn.ffk'^ dii'dxn' cosnm' [X^'^^ sinnm' -^-B^"^ cosnm' ,. 

En exécutant les intégrations relatives à u\ cette partie devient 

yX7r(A(") sin/îcj -+- B(«) cosncjj/X'^rf^' ; 

mais, en vertu de Téquation (i), cette même partie est égale à 



21 

on a donc 



-7 — X( A^") sin/iGj -h Bf«) cosncr) ; 



•^ ^ (2i-i-i)y 



Représentons maintenant par >.(A'^''^sin/icy -i- B'^^^cos/icy) la partie de 
Z^'^ dépendante de l'angle nu. Cette partie doit seule être combinée 
avec la partie correspondante de Y^'\ parce que les termes dépendants 
des sinus et cosinus de l'angle vs et de. ses multiples disparaissent par 
l'intégration dans la fonction ffY^^Z^^^d^dn, intégrée depuis ny==o 
jusqu'à n = 27:; on aura ainsi, en n'ayant égard qu'à la partie de Y^'^ 
dépendante de l'angle nu, 

JJ\(i)Z^^)d^dw : -ffl^dix disj[A("^ sinnm -î- BC") cos/igj ( A'C) sin/icj -+- B'e») cositcj) 

rzr7:(4('»)A'('') 4-B(«)B'('»))n2(/Li-. - — /-^- 'A('')AW-+-B('»)B'(«)). 

En supposant donc successivement, dans le dernier membre, n = o, 
n-- if /i ■-- 2, . . . , n = i, la somme de tous ces termes sera la valeur 
de l'intégrale SS\^'^Z^'^d]f.du. 

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que l'axe avec lequel le 
rayon R forme l'angle 6 soit l'axe même de révolution, l'angle a dis- 
paraîtra de l'expression de Z^'\ qui devient alors de cette forme 

'-3 . 5. ..(21- 1 / _ j.[i--x] ._, /[i~ 0^(/_- '^[i_:zll »,-4 _ \ 

1.2.3. ..i ^ V 2.(21-1)''^ 2.4.(2l-^l)(2l-3)^ -7' 
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A^'^ étant une fonction de a. Nommons X^'> le coefficient de A^'^ dans 
cette fonction; le produit 

/..3.5. (.,--.)y/ /(/y-) Y 

\ 1.2.3. ..f / \ 2.(21 — r / 

R' 
est, par le numéro précédent, le coefficient de -^ dans le développe- 
ment du radical 

lorsque Ton y suppose |x et |jl' égaux à l'unité. Ce coefficient est alors 
égal à i; on a donc 

1.3.5. . .(21—1) 



.5...(2i— 1)/ i(i — i) \ 

1.2.3. ..I \ 2.(21 — 1) ''/ ' 



c'est-à-dire que X^'^ se réduit à l'unité lorsque (jl = i . On a ensuite 



(1-4-3) (21 -f-i) J ^ da 



Relativement à l'axe de révolution, (a ==i, et par conséquent 



I -1- 3 (21 ->r-\] j ^ da 



(1 -i-3)(2/h-i) 

donc, si l'on suppose que, relativement à un point placé sur le prolon- 
gement de cet axe, on a 

,, RCo) B(«) R(2) 

on aura la valeur de Y relative à une autre point placé à la même dis- 
tance de l'origine des coordonnées, mais sur un rayon qui fait avec 
l'axe de révolution un angle dont \l est le cosinus, en multipliant les 

termes de cette valeur respectivement par yy^\ V*\ V^\ 

Dans le cas où le sphéroïde n'est point de révolution, cette méthode 
donnera la partie de Y indépendante de l'angle a; on déterminera 

Œuvres de L. — II. 7 
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Tautre partie de cette manière. Supposons , pour simplifier, le sphé- 
roïde tel , qu'il soit partagé en deux parties égales et semblables soit 
par Téquateur, soit par le méridien où Ton fixe l'origine de l'angle u, 
soit par le méridien qui lui est perpendiculaire. Alors V sera fonction 
de (x.^, sin^cy et cos^ct, ou, ce qui revient au même, il sera fonction 
de {t' et des cosinus de l'angle ^cr et de ses multiples; U^'^ sera donc 
nul lorsque i est impair, et, dans le cas où il est pair, le terme dépen- 
dant de l'angle ^nw sera de la forme 



cco(._ ^.)-(^.-.« _ ^- ^;i^i;;- ^' ^'-''- + . . .) 



COSa/lGT. 



Relativement à un point attiré, situé dans le plan de l'équateur oit 
(jL = o, la partie de V dépendante de ce terme devient 

^ C(') ,.3.5...(i-9./i-il 

± -7—7 -T' ^ — ' T\ -' — : T cosancj, 

r'-*-' (1 -f- 2714- i) ;^/ 4- 211-f- 3). . .^2« — l) 

d'où il suit qu'ayant développé V dans une série ordonnée par rapport 
aux cosinus de l'angle 20 et de ses multiples, lorsque le point attiré 
est situé dans le plan de l'équateur, il suffira , pour étendre cette va- 
leur à un point quelconque attiré, de multiplier les termes dépendants 

de — •^:p- par la fonction 

l.3.5...(i — 2/1— 1) ^ » / \r- 2.(21 — 1) ^ /• 

on aura donc ainsi la valeur entière de Y, lorsque cette valeur sera 
déterminée en série pour les deux cas où le point attiré est situé sur le 
prolongement de l'axe du pôle et où il est situé dans le plan de l'équa- 
teur, ce qui simplifie beaucoup la recherche de cette valeur. 

Le sphéroïde que nous venons de considérer comprend l'ellipsoïde. 
Relativement à un point attiré situé sur l'axe du pôle, que nous suppo- 
serons être Taxe des a?, on a, par le n^ 2, 6 = o, c = o, et alors l'ex- 
pression de V du n^ 5 est intégrable par rapport kp. Relativement à un 
point situé dans le plan de l'équateur, on a a = o, et la même exprès- 
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sion de Y devient encore, par les méthodes connues, intégrable par 
rapport à 9, en y faisant tang^ = /. Dans ces deux cas, l'intégrale 
étant prise par rapport à une de ces variables dans ses limites, elle 
devient ensuite possible par rapport à l'autre, et l'on trouve que, 

y 

M étant la masse du sphéroïde, la valeur de ^ï est indépendante du 

demi-axe k du sphéroïde, perpendiculaire à l'équateur, et ne dépend 
que des excentricités de l'ellipsoïde. En multipliant donc les diffé- 

rents termes des valeurs de ^. relatives à ces deux cas, et réduites en 

séries ordonnées suivant les puissances de -? par les facteurs dont nous 

V 

venons de parler, pour avoir la valeur de ^ relative à un point quel- 
conque attiré, la fonction qui en résultera sera indépendante de k et 
ne dépendra que des excentricités, ce qui fournit une nouvelle démon- 
stration du théorème que nous avons démontré dans le n^ 6. 

Si le point attiré est placé dans l'intérieur du sphéroïde, l'attraction 
qu'il éprouve dépend, comme on l'a vu dans le ri^ 9, de la fonction v^*\ 
et l'on a, par le numéro cité, 



=///' 



^i) =ni ' prfR</M'yQ<'' 



équation que l'on peut mettre sous cette forme 

Supposons R*"' développé dans une suite de la forme 
z'<" satisfaisant à l'équation aux différences partielles 
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Si de plus on nomme z^'^ ce que devient z'^^^ lorsque Ton y change (x' 
en [il et cr' en ts, on aura, par ce qui précède. 



(21 H- i) (2 — 1) J *^ aa 



on aura donc ainsi l'expression de Y relative à toutes les couches du 
sphéroïde qui enveloppent le point attiré. La valeur de Y relative aux 
couches par rapport auxquelles il est extérieur se déterminera comme 
on vient de le voir. 
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CHAPITRE m. 

DE LA nCURE d'uNE MASSE FLUIDE HOMOGÈNE EN ÉQUILIBRE, ET DOUÉE 



d'un MOUVEMENT DE ROTATION. 



18. Apres avoir exposé, dans les deux Chapitres précédents, la théo- 
rie des attractions des sphéroïdes, nous allons considérer la figure 
qu'ils doivent prendre en vertu de l'action mutuelle de leurs parties et 
des autres forces qui les animent. Nous chercherons d'abord la figure 
qui satisfait à l'équilibre d'une masse fluide homogène douée d'un 
mouvement de rotation, et nous donnerons une solution rigoureuse de 
ce problème. 

Soient a, 6, c les coordonnées rectangles d'un point quelconque de 
la surface de cette masse, et P, Q, R les forces qui le sollicitent parallè- 
lement à ces coordonnées, ces forces étant supposées tendre à les dimi- 
nuer. Il résulte du n** 34 du premier Livre que, pour l'équilibre de la 
masse fluide, il suffit que l'on ait 

o = Vda -h Q(/6 -h R(/c, 

pourvu que, dans l'évaluation des forces P, Q, R, on ait égard à la 
force centrifuge due au mouvement de rotation. 

Pour évaluer ces forces, nous supposerons que la figure de la masse 
fluide est celle d'un ellipsoïde de révolution, dont l'axe de rotation est 
l'axe même de révolution. Si les forces P, Q, R, qui résultent de cette 
hypothèse, substituées dans l'équation précédente de l'équilibre, don- 
nent l'équation différentielle de la surface de l'ellipsoïde, l'hypothèse 
précédente est légitime, et la figure elliptique satisfait à l'équilibre de 
la masse fluide. 
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Supposons que l'axe des a soit l'axe même de révolution ; l'équation 
à la surface de l'ellipsoïde sera de cette forme, 

l'origine des coordonnées a, b, c étant au centre de l'ellipsoide. k sera 
le demi-axe de révolution, et, si Ton nomme M la masse de l'ellip- 
soïde, on aura, par le n^ 2, 

ôm 



I— m 



p étant la densité du fluide. Si l'on fait, comme dans le n*^ 3, =>v', 

m 

on aura m -~ - — p? et par conséquent 

équation qui donnera le demi-axe k, lorsque 'k sera déterminé. Soit 

A'=4H(i_tAl)(X_arclangX). 

B'= ^ [(1 + i»)arciangX - X]; 

on aura, par le n" 3, en n'ayant égard qu'à l'attraction de la masse 
fluide, 

P = A'a, Q = B'b, R ^- B'c. 

Si l'on nomme g la force centrifuge à la distance i de l'axe de rotation, 
cette force> à la distance >Jb^-hc^ du même axe, sera g^b^-i-c^; en la 
décomposant parallèlement aux coordonnées 6 et c, il en résultera 
dans Q le terme -~ gb, et dans R le terme — ^; on aura ainsi, en ayant 
égard à toutes les forces qui animent les molécules de la surface, 

l'équation précédente de l'équilibre deviendra donc 

o = ada H -ry^ (bdb -+- cdc). 
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L'équation différentielle de la surface de l'ellipsoïde est, en y substi- 
tuant pour m sa valeur — =^i 

bdb^cdc 



o ~r. ada 



i-hX» ' 



en la comparant à la précédente, on aura 

(!) (,^-Xa)(B'-g^) = A'; 

si Ton substitue pour A' et B' leurs valeurs, et si Ton fait 7^ = a, 
on aura 

[9.) o=9^±-|i_._arciangX; 

en déterminant dotic X par cette équation, qui est indépendante des 
coordonnées a, 6, c, on fera coïncider Téquation de l'équilibre avec 
celle de la surface de l'ellipsoïde; d'où il suit que la surface elliptique 
satisfait à l'équilibre, du moins lorsque le mouvement de rotation est 
tel que la valeur de \^ n'est pas imaginaire, ou lorsque, étant négative, 
elle n'est pas égale ou plus grande que l'unité. Le cas de \^ imaginaire 
donnerait un solide Imaginaire; celui de X* = — i donnerait un para- 
boloïde, et celui de X' négatif et plus grand que l'unité donnerait un 
hyperboloïde. 

19. Si l'on nomme /? la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde, on aura 

Dans l'intérieur de l'ellipsoïde, les forces P, Q, R sont proportionnelles 
aux coordonnées a, 6, c; car on a vu, dans le n^ 3, que les attractions 
de l'ellipsoïde, parallèlement à ces coordonnées, leur sont respective- 
ment proportionnelles, ce qui a également lieu pour la force centrifuge 
décomposée parallèlement aux mêmes coordonnées. Il suit de là que 
les pesanteurs aux divers points d'un rayon mené du centre de l'ellip- 
soïde à sa surface ont des directions parallèles, et sont proportionnelles 
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aux distances à ce centre; en sorte que, si l*on connaît la pesanteur à 
sa surface, on aura la pesanteur dans Tintérieur du sphéroïde. 

Si» dans l'expression de p, on substitue pour P, Q, R leurs valeurs 
données dans le numéro précédent, on aura 



p = yjK'^a? -\- (B'— g)^ [b^ 4- c») , 



d'où Ton tire, en vertu de l'équation (i) du numéro précédent. 



/ fta _|_ £»a 



mais l'équation de la surface de l'ellipsoïde donne — -^ -^ k^ -^ a}\ 
on aura donc 

a est égal à ^ au pôle, il est nul à l'équateur; d'où il suit que la pesan- 
teur au pôle est à la pesanteur à l'équateur comme y i -h^^* est à l'unité, 
et par conséquent comme le diamètre de l'équateur est à l'axe du pôle. 
Nommons t la perpendiculaire à la surface de l'ellipsoïde, prolongée 
jusqu'à la rencontre de l'axe de révolution; on aura 



partant 

A't 



l^' 



ainsi la pesanteur est proportionnelle à t. 

Soit ^ le complément de l'angle que t fait avec l'axe de révolution; 
^ sera la latitude du point de la surface que l'on considère, et Ton 
aura, par la nature de l'ellipse. 



^^ _(i-hX21A- 



on aura donc 

A'A- 
v^n-X»cos^^J/ 



- < 
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et, en substituant pour A' sa valeur, on aura 

4«pÂr(i-<-X»)(> — arctang A). 

cette équation donne la relation entre la pesanteur et la latitude ; mais 
il faut pour cela déterminer les constantes qu'elle renferme. 

Soit T le nombre de secondes que la masse fluide emploie à tourner 
sur elle-même; la force centrifuge g^ à la distance i de Taxe de rota- 
tion, sera, par le n^ du premier Livre, égale à ^^; on aura donc 

ce qui donne 4^P= ~^fr' ^ rayon osculateurdu méridien elliptique 
est — — s ; en nommant donc c la grandeur du degré à la lati- 

( I H- X» cos^ v|; )^ 

tude J/, on aura 

(i-+-X»)7rA- 



:^ 200C. 



(l-4-)l«C0S«vj;)^ 

Cette équation, combinée avec la précédente, donne 

Ml±^:^.ooc(i4-X^cos» + )^; 

on aura ainsi 

^« «,\X — arclangX i^.t: 
^ = 2ooc(i -h A^^eos^q;; =- "Yï' 

Soit / la longueur du pendule simple qui fait une oscillation dans une 
seconde de temps; il résulte du n® 11 du premier Livre que /> = x^/; 
en comparant ces deux expressions de p, on aura 

_ ?4ooc(X — arctangX) (i -h X^ cos^^j;) 
(4 Q- Ï^TTixi ' 

cette équation et l'équation (a) du numéro précédent feront connaître 

ORinn-et de L. - U. ^ • 
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les valeurs de ^ et de X au moyen de la longueur / du pendule à secondes 
et de la grandeur c du degré du méridien, observées Tune et l'autre à 
la latitude ^. 
Supposons ^ = 5o^ ; ces équations donneront 



800 c I /800 c Y 



les observations donnent, comme on le verra dans la suite, 

c — lOOOOO*", /rrzO", 741608; 

on a de plus T = 99727; on aura ainsi 

q = 0,00344957, X^ = 0,00868767. 



Le rapport de Taxe de l'équateur à celui du pôle étant ^1 + ^*, il 
devient dans ce cas i,oo43v344i; ces deux axes sont à fort peu près 
dans le rapport de 231,7 à 230,7, et, parce qui précède, les pesan- 
teurs au pôle et à l'équateur sont dans le même rapport. 

On aura le demi-axe k du pôle au moyen de Téquation 



3 



, ?.ooc(i-f-^X^l* 9.00c, ,^ 

^- 71(1 -+->^) -^-^(^-^^ -^••- ' 

ce qui donne 

k = 6352534"». 

Pour avoir Tattraction d'une sphère du rayon k et d'une densité quel- 
conque, on observera qu'une sphère du rayon k et de la <lensité p agit 
sur un point placé à sa surface avec une force égale à j?:?*, et par con- 
séquent, en vertu de l'équation (3), égale à s^.^x^fiV-a'rctangX) ' ^" 
à />(i — ^>^*-*- . . .)» ou enfin à 0,998697 ./>, p étant la pesanteur sur 
le parallèle de 5o**. De là il est aisé de conclure la force attractive 
d'une sphère d'un rayon et d'une densité quelconques, sur un point 
placé au dehors ou dans son intérieur. 
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20. Si l'équation (3) du n^ 18 était susceptible de plusieurs racines 
réelles» plusieurs figures d'équilibre conviendraient au même mou- 
vement de rotation ; voyons donc si cette équation a plusieurs racines 

réelles. Pour cela, nommons 9 la fonction ^ ^3?2 arctang>., dont 

l'égalité à zéro produit l'équation (2). Il est facile de voir qu'en faisant 
croître X depuis zéro jusqu'à l'infini, l'expression de <p commence et 
finit par être positive; ainsi, en imaginant une courbe dont X soit 
l'abscisse et dont 9 soit l'ordonnée, cette courbe coupera son axe 
lorsque X = o; les ordonnées seroiît ensuite positives et croissantes; 
parvenues à leur maximum, elles diminueront; la courbe coupera une 
seconde fois son axe, à un point qui déterminera la valeur de 1 corres- 
pondante à l'état d'équilibre de la masse fluide; les ordonnées seront 
ensuite négatives, et, puisqu'elles sont positives lorsque >. = 00 , il est 
nécessaire que la courbe coupe une troisième fois son axe, ce qui dé- 
termine une seconde valeur de X qui satisfait à l'équilibre. On voit ainsi 
que, pour une même valeur de 9, ou pour un mouvement de rotation 
donné, il y a plusieurs figures avec lesquelles l'équilibre peut subsister. 
Pour déterminer le nombre de ces figures, nous observerons que l'on a 

6>^rfX[gX^-4-(iog-6)X^ + 9?] 
La supposition de d(f — o donne 

d'où l'on tire, en ne considérant que les valeurs positives de X, 



Ces valeurs de \ déterminent les maxima et les minima de l'ordonnée 9; 
il n'y a donc que deux ordonnées semblables du côté des abscisses 
positives, ce qui exige que de ce côté la courbe ne coupe son axe qu'en 
trois points, en y comprenant l'origine ; ainsi le nombre des figures qui 

satisfont à l'équilibre se réduit à deux. 

8. 
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La courbe, du côté des abscisses négatives, étant exactement la même 
que du côté des abscisses positives, à la différence près du signe des 
ordonnées, elle coupe son axe de chaque côté, dans des points corres- 
pondants, équidistants de l'origine des coordonnées; les valeurs néga- 
tives de X qui satisfont à l'équilibre sont donc, au signe près, les mêmes 
que les valeurs positives, ce qui donne les mêmes figures elliptiques, 
puisque le carré de X entre seul dans la détermination de ces figures; il 
est par conséquent inutile de considérer la courbe du côté des abscisses 
négatives. 

Si Ton suppose q fort petit,. comme cela a lieu pour la Terre, on 
pourra satisfaire à l'équation (2) du n^ 18 dans les deux hypothèses 
de y} fort petit et de \^ fort grand. Dans la première on a, par le nu- 
méro précédent. 

Pour avoir la valeur de X' dans la seconde hypothèse, nous observerons 
qu'alors arctangX diffère très-peu de ^77, en sorte que, si l'on suppose 

7Z I 

arctang>. = a, a sera un très-petit angle dont la tangente est y; 

on aura donc 

I I I 

et par conséquent 

l'équation (2) du n^ 18 deviendra ainsi 

d'où l'on conclut, par le retour des suites, 

x^T^ — h^(i—^W. . .=2,356195. i — 2,546479— 1,478885.5-4-.... 

On a vu, dans le numéro précédent, que, relativement à la Terre, 
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9 = 09003449^79 cette valeur de q^ substituée dans l'équation précé- 
dente» donne \ = 68o,49- Ainsi le rapport des deux axes de Téqua- 

teur et du pôle» rapport qui est égal à \/n-X*, est, dans le cas du 
sphéroïde trës-aplati» égal à 68o,49- 

La valeur de 9 a une limite au delà de laquelle Téquilibre est impos- 
sible avec une figure elliptique. Supposons, en effet» que la courbe ne 
coupe son axe qu'à son origine» et qu'elle ne fasse que le toucher ail- 
leurs; on aura à ce point de contact ç = o» et rfç = o; la valeur de (p 
ne sera donc jamais négative du côté des abscisses positives» les seules 
que nous considérons ici. La valeur.de 9» déterminée par les deux 
équations 9 = 0» 6^9 = o» sera donc la limite de celles avec lesquelles 
l'équilibre peut subsister» en sorte qu'une plus grande valeur rend l'é- 
quilibre impossible; car» q étant supposé croître de/» la fonction 9 

augmente du terme — 3^; ainsi» la valeur de ç correspondante à q 

n'étant jamais négative, quel que soit X» la même fonction correspon- 
dante à q -f-/ est constamment positive, et ne peut jamais devenir 
nulle; l'équilibre est donc alors impossible. Il résulte encore de cette 
analyse qu'il n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de q qui satis- 
fasse aux deux équations ç = o et ^9 = 0. Ces équations donnent les 
suivantes 

7X5-1- 3oX' -4-27 X 

La valeur de X qui satisfait à cette dernière équation est X = 2,5292, 

d'où l'on tire q = 0,337007; la quantité yji -hX^, qui exprime le rap- 
port de l'axe de l'équateur à celui du pôle est, dans ce cas, égale 
à 2,7197. 

La valeur de q relativement à la Terre est égale à o»oo344957. Cette 
valeur répond à une durée de rotation de 0^99727; or on a générale- 
ment q == 4^9 en sorte que» par rapport aux masses de même densité. 
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q est proportionnel à la force centrifuge g du mouvement de rotation» 
et par conséquent en raison inverse du carré du temps de la rotation x 
d*où il suit que, relativement à une masse de même densité que la 
Terre, le temps de la rotation qui répond à y = 0,337007 est de 
0^10090. De là résultent ces deux théorèmes : 

Toute masse fluide homogène d'une densité égaie à la moyenne densUé 
de la Terre ne peut pas être en équilibre avec une figure elliptique, si le 
temps de sa rotation est moindre que 0^10090. Si ce temps est plus con- 
sidérable, il y a toujours deux figures elliptiques y et non davantage, qui 
satisfont à l'équilibre. 

Si la densité de la masse fluide est différente de celle de la Terre, on 
aura le temps de la rotation, dans lequel l'équilibre cesse d'être possible 
avec une figure elliptique, en multipliant o^,ioogo par la racine carrée 
du rapport de la densité moyenne de la Terre à celle de la masse fluide. 

Ainsi, relativement à une masse fluide dont la densité ne serait 
qu'un quart de celle de la Terre, ce qui a lieu à peu près pour le So- 
leil, ce temps serait de o^ 20184; et si la densité de la Terre, supposée 
fluide et homogène, était environ 98 fois moindre que sa densité ac- 
tuelle, la figure qu'elle devrait prendre, pour satisfaire à son mouve- 
ment actuel de rotation, serait la limite de toutes les figures elliptiques 
avec lesquelles Téquilibre peut subsister. La densité de Jupiter étant 
environ cinq fois moindre que celle de la Terre, et la durée de sa rota- 
tion étant de 0^4^377, on voit que cette durée est dans les limites de 
celles de l'équilibre. 

On pourrait croire que la limite de q est celle où le fluide commen- 
cerait à se dissiper, en vertu d'un mouvement de rotation trop rapide; 
mais il est facile de se convaincre du contraire, en observant que, par 
le u? 19, la pesanteur à l'équateur de l'ellipsoïde est à la pesanteur au 
pôle dans le rapport de l'axe du pôle à celui de l'équateur, rapport qui 
dans ce cas est celui de i à 2,7197; l'équilibre cesse donc d'être pos- 
sible, parce qu'avec un mouvement de rotation plus rapide il est impos- 
sible de donner à la masse fluide une figure elliptique, telle que la 
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résultante de son attraction et de la force centrifuge soit perpendicu^ 
laire à la surface. 

Nous avons supposé jusqu'ici X' positif, ce qui donne des sphéroïdes 
aplatis vers les pôles; examinons présentement si l'équilibre peut sub- 
sister avec une figure allongée vers les pôles. Soit alors X* = — V^; 
V doit être positif et moindre que l'unité ; autrement» l'ellipsoïde se 
changerait en hyperboloïde. La valeur précédente de d<f donne 



^^a r X^rfXfgX^ -h [ioq - 6) >^ -h 9g] 



Hntégrale étant prise depuis X -- o. En substituant au lieu de 1 sa 
valeur ±: XV— i , on aura 

or il est clair que les éléments de cette dernière intégrale sont tous de 
même signe, depuis V* = o jusqu'à V^ = i ; la fonction <p ne peut donc 
jamais devenir nulle dans cet intervalle; ainsi l'équilibre ne peut suh^ 
sister avec une figure allongée vers les pôles. 

21. Si le mouvement de rotation primitivement imprimé à une masse 
fluide est plus rapide que celui qui convient à la limite*de q^ il ne faut 
pas en conclure qu'elle ne peut pas être en équilibre avec une figure 
elliptique; car on conçoit qu'en s'aplatissant de plus en plus, elle 
prendra un mouvement de rotation de moins en moins rapide ; en sup- 
posant donc qu'il existe, comme dans tous les fluides connus, une force 
de ténacité entre ses molécules, cette masse, après un grand nombre 
d'oscillations, pourra enfin parvenir à un mouvement de rotation com- 
pris dans les limites de l'équilibre, et se fixer à cet état. Mais cette 
possibilité n'est encore qu'un aperçu qu'il est intéressant de vérifier; 
il est également intéressant de savoir s'il y a plusieurs états possibles 
d'équilibre; car ce que nous venons de démontrer sur la possibilité des 
deux états d'équilibre, correspondants à un même mouvement de ro- 
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(atiun. n'entraîne pas la possibilité de deux états d'équilibre corres- 
pondants à une même foret' primitive, puisque les deux états d'équi- 
libre relatifs à un même mouvement de rotation exigent deux forces 
primitives dilTérentes ou différemment appliquées. 

Considérons donc une masse fluide agitée primitivement par des 
forces quelconques, et ensuite abandonnée à elle-même et à l'attrac- 
tion muluelle de toutes ses parties. Si par le centre de gravité de cette 
masse, supposé immobile, on conçoit un plan par rapport auquel la 
somme des aires décrites sur ce plan par chaque molécule, et multi- 
pliées respectivement par les molécules correspondantes, soit à l'ori- 
gine du mouvement un maximum, ce plan jouira constamment de celte 
propriété, par les n"* 21 et 22 du premier Livre, quelle que soit la ma- 
nière dont les molécules agissent les unes sur les autres, soil par leur 
ténacité, soit par leur attraction et leur clioc mutuel , dans le cas même 
où" il y aurait des pertes de mouvement brusques et finies dans un in- 
stant. .\insi, lorsqu'aprës un grand nombre d'oscillations la masse fluide 
prendra un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe flxe, cet 
axe sera perpendiculaire au plan dont nous venons de parler, qui sera 
celui de l'équateur, et le mouvement de rotation sera tel que la somme 
des aires décrites pendant l'instant dt par les molécules projetées sur 
ce plan sera la même qu'à l'origine du mouvement; nous désignerons 
par Kdt cette dernière somme. 

Nous observerons ici que l'axe dont il s'agit est celui par rapport 
auquel la somme des moments des forces primitives du système était 
un maximum. Il conserve cette propriété pendant le mouvement du 
système, et devient enfin l'axe de rotation; car ce que nous avons dé- 
montré, dans les numéros cités du premier Livre, sur le plan du maxi- 
mum des aires projetées, s'applique k l'axe du plus grand moment des 
forces, puisque l'aire élémentaire décrite par la projection du rayon 
vecteur d'un corps sur un plan, et multipliée par sa masse, est évideiD- 
ment proportionnelle au moment de la force finie de ce corps par rap- 
port à l'axe perpendiculaire k ce plan. 

Soit, comme ci-dessus, g la force centrifuge due au mouvement de 
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rotation, à la distance i de Taxe; \[g sera la vitesse angulaire de rota- 
tion; nommons ensuite k le demi-axe de rotation de la masse fluide, et 

kyji-^X^ le demi-axe de son équateur. Il est facile de s'assurer que la 
somme des aires décrites pendant l'instant dt par toutes les molécules, 
projetées sur le plan de l'équateur et multipliées respectivement par 

les molécules correspondantes, est ^ [i + X^yk^dt.sfgx on aura donc 

En nommant ensuite M la masse fluide, on aura 

la quantité ^9 que nous avons nommée q dans le n^ 18, devient ainsi 

1 

^{i -f- y^y^y en désignant par q' la fonction ^^^^ • L'équation du 

M^ 
même numéro devient 

Cette équation déterminera \\ on aura ensuite k au moyen de l'expres- 
sion précédente de M. 
Nommons 9 la fonction 

'■ ^^7^5 ^TCXzr^f^^ 

qui doit être égale à zéro, par la condition de l'équilibre; cette fonc- 
tion commence par être positive lorsque \ est très-petit, et finit par 
être négative lorsque ^ est infini; il existe donc, entre X = o et X in- 
fini, une valeur de \ qui rend cette fonction nulle, et par conséquent 
il y a toujours, quel que soit q\ une figure elliptique avec laquelle la 
masse fluide peut être en équilibre. 

CXtures de L. — H. 9 
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On peut mettre la valeur de 9 sous cette forme intégrale, 



9 = 2 




X^rfXJ^ -*- i8g'- [q'I^ 4- 18(1 -^ X»)^] j 



(9-h3X^)«(i-HX«)^ 



Lorsqu'elle devient nulle, la fonction 

^SL ^ ,8g'- [q' X» -m8(i 4- X«fl 

a déjà passé par zéro pour devenir négative; or, des l'instant où cette 
fonction commence à être négative, elle continue de l'être à mesure 

que 1 augmente, parce que la partie positive ^j-'^^^Ç' diminue, 

tandis que la partie négative — [^r'X* -f-i8(i -h X*)'J augmente; la 
fonction 9 ne peut donc pas devenir deux fois nulle, d'où il suit qu'il 
n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de X qui satisfasse à l'équa- 
tion de l'équilibre, et par conséquent le fluide ne peut être en équilibre 
qu'avec une seule figure elliptique. 
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CHAPITRE IV. 

DE LA nCURE d'uN SPHÉROÏDE TRÈS-PEU DIFFÉRENT d'uNE SPHÈRE 
ET RECOUVERT d'uNE COUCHE DE FLUIDE EN ÉQUILIRRE. 



22. Nous avons considéré, dans le Chapitre précédent» l'équilibre 
d'une masse fluide homogène, et nous avons trouvé que la figure ellip- 
tique satisfait à cet équilibre ; mais, pour avoir une solution complète 
de ce problème, il faudrait déterminer a priori toutes les figures de 
l'équilibre, ou s'assurer que la figure elliptique est la seule qui en rem- 
plisse les conditions; d'ailleurs il est très-probable que les corps cé- 
lestes ne sont pas des masses homogènes, et qu'ils sont plus denses 
vers le centre qu'à la surface ; on ne doit donc pas, dans la recherche 
de leur figure, se borner au cas de l'homogénéité; mais alors cette 
recherche présente de grandes difficultés. Heureusement, elle se sim- 
plifie par la considération du peu de différence qui existe entre la 
figure sphérique et celles des planètes et des satellites, ce qui permet 
de négliger le carré de cette différence et des quantités dont elle dé- 
pend. Malgré ces simplifications, la recherche de la figure des pla- 
nètes est encore très -compliquée. Pour la traiter avec la plus grande 
généralité, nous allons considérer l'équilibre d'une masse fluide qui 
recouvre un corps formé de couches d'une densité variable, doué d'un 
mouvement de rotation et sollicité par l'attraction de corps étrangers. 
Pour cela, nous allons rappeler les lois de l'équilibre des fluides, que 
nous avons démontrées dans le premier Livre. 

Si l'on nomme p la densité d'une molécule fluide; n la pression 
qu'elle éprouve; F, F^ F",... les forces dont elle est animée; ^, df. 
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df", ... les éléments des directions de ces forces, l'équation générale 
de l'équilibre de la masse fluide sera, par le n° 17 du premier Livre, 

— == Ydf-^ Y'df-\- Y'df'-^ .... 

Supposons que le second membre de cette équation soit une différence 
exacte; en désignant par d^ cette différence, p sera nécessairement 
fonction de n et de 9; l'intégrale de cette équation donnera 9 en fonc- 
tion de n ; on pourra donc réduire p à n'être fonction que de n, d'où 
Ton tirera n en fonction de p; ainsi, relativement aux couches de den- 
sité constante, on aura dVL = o, et par conséquent 

o = Frf/-+- F'df'-^ F^df-h . . ., 

équation qui indique que la force tangentielle à la surface de ces 
couches est nulle, et par conséquent que la résultante de toutes les 
forces F, F', F", ... est perpendiculaire à cette surface, en sorte que 
ces couches sont en même temps couches de nii^eau. 

La pression n étant nulle à la surface extérieure, p doit y être con- 
stant, et la résultante de toutes les forces qui animent chaque molécule 
de cette surface lui est perpendiculaire. Cette résultante est ce que 
Ton nomme pesanteur. Les conditions de l'équilibre d'une masse fluide 
sont donc : i^ que la direction de la pesanteur soit perpendiculaire à 
chaque point de la surface extérieure; 2® que, dans l'intérieur de la 
masse, les directions de la pesanteur de chaque molécule soient per- 
pendiculaires à la surface des couches de densité constante. Gomme on 
peut, dans l'intérieur d'une masse homogène, prendre telles couches 
que l'on veut pour couches de densité constante, la seconde des deux 
conditions précédentes de l'équilibre est toujours satisfaite, et il suffit» 
pour l'équilibre, que la première soit remplie, c'est-à-dire que la résul- 
tante de toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface 
extérieure soit perpendiculaire à cette surface. 

23. Dans la théorie de la figure des corps célestes, les forces F, P, 
F",... sont produites par l'attraction de leurs molécules, par la force cen- 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 69 

trifuge due à leur mouvement de rotation, et par l'attraction des corps 
étrangers. Il est facile de s'assurer que la diflFérence Fû^-h Fd/'-h . . . 
est alors exacte; mais on le verra clairement par l'analyse que nous 
allons faire de ces différentes forces, en déterminant la partie de l'in- 
tégrale /{IPd/'h Fd/'-h . . .) qui est relative à chacune d'elles. 
Si Ton nomme dM une molécule quelconque du sphéroïde, et/ sa 

distance à la molécule attirée, son action sur cette dernière sera -^• 

En multipliant cette action par l'élément de sa direction, qui est — d/. 
puisqu'elle tend à diminuer/, on aura, relativement à l'action de 

la molécule e/M, f¥d/= -j-9 d'où il suit que la partie de l'intégrale 

f{Fd/-h Fd/'-h . . .), qui dépend de l'attraction des molécules du sphé- 
roïde, est égale à la somme de toutes ces molécules divisées par leurs 
distances respectives à la molécule attirée. Nous représenterons cette 
somme par Y, comme nous l'avons fait précédemment. 

On se propose, dans la théorie de la figure des planètes, de déter- 
miner les lois de l'équilibre de toutes leurs parties autour de leur 
centre commun de gravité; il faut donc transporter, en sens contraire, 
à la molécule attirée toutes les forces dont ce centre est animé en 
vertu de l'action réciproque de toutes les parties du sphéroïde; mais 
on a vu, dans le n° 20 du premier Livre, que, par la propriété de ce 
centre, la résultante de toutes ces actions sur ce point est nulle; il 
n'y a donc rien à ajouter à V pour avoir l'effet total de l'attraction du 
sphéroïde sur la molécule attirée. 

Pour déterminer l'effet de la force centrifuge, nous supposerons la 
position de la molécule déterminée par les trois coordonnées rectan- 
gles x\ y\ z\ dont nous fixerons l'origine au centre de gravité du 
sphéroïde. Nous supposerons ensuite que l'axe des x' est l'axe de ro- 
tation, et que g exprime la force centrifuge due à la vitesse de rotation 
à la distance i de l'axe. Cette force sera nulle dans le sens des â/, 
et égale à gy' et gz' dans le sens des y' et des z'; en multipliant donc 
ces deux dernières forces respectivement par les éléments dy' et rfz' de 
leurs directions, on aura ^giy'^-^^'^) pour la partie de l'intégrale 
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fÇPdf'^ F'<^'+ . • .) qui est due à la force centrifuge du mouTement 
de rotation. 

Si Ton nomme, comme ci-dessus, r la distance de la molécule attirée 
au centre de gravité du sphéroïde, 6 l'angle que le rayon r forme avec 
Taxe des a/, et o l'angle que forme le plan qui passe par Taxe des af 
et par cette molécule avec le plan des a/ et des y'; enfin , si Ton fait 
cosO := [JL, on aura 



x'=i r(if 7'= r ^i — fi^ cosTSj, z'=: r v^i— /i» sinnj, 
d'où l'on tire 

Nous mettrons cette dernière quantité sous la forme suivante 

pour assimiler ses termes à ceux de l'expression de Y que nous avons 
donnée dans le Chapitre II, c'est-à-dire pour leur donner la propriété 
de satisfaire à l'équation aux différences partielles 

0= T ^— H ; -h 1(1 -h l)YC'), 

dans laquelle Y^'^ est une fonction rationnelle et entière de [&, 

^1— [JL^cosu et v^i — (jL^sintj du degré 1; car il est clair que chacun 
des deux termes {gr^ et — {gr^{^^ — j) satisfait, pour Y^'^ à l'équa- 
tion précédente. 

Il nous reste présentement à déterminer la partie de l'intégrale 
fÇPdf-h Tdf'-\- . . .) qui résulte de l'action des corps étrangers. Soient 
S la masse d'un de ces corps, /sa distance à la molécule attirée, et x sa 
distance au centre de gravité du sphéroïde. En multipliant son action 

par l'élément — d/de sa direction, et en l'intégrant ensuite, on aura 

g 

TT- Ce n'est pas la partie entière de l'intégrale f{Fd/-h Fd/'-h...) due 

à l'action de S; il faut encore transporter, en sens contraire, à la mole- 
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cule l'action Ide ce corps sur le centre de gravité du sphéroïde. Pour 
cela, nommons (^ l'angle que s forme avec Taxe des x\ et ^ Tangle 
que forme le plan qui passe par cet astre et par le corps S avec le plan 

des a/ et des y'. L'action — de ce corps sur le centre de gravité du 

sphéroïde, décomposée parallèlement aux axes des a/^ des y' et des z\ 
produira les trois forces suivantes 

S S S 

— cosi', — sini'cos^, — sini'sinvj;. 

s s s 

En les transportant en sens contraire à la molécule attirée, ce qui 
revient à les faire précéder du signe —, en les multipliant ensuite 
par les éléments dx\ dy\ dz' de leurs directions, et en les intégrant, 
la somme de ces intégrales sera 

g 
2 (^cosi'-f-j^'sini'COS^4-«'sim'sin^) -i-const.; 

la partie entière de l'intégrale f{lPd/-h fd/'-h . . .) due à l'action du 
corps S sera donc 

S S 

-jf j (j:'cosi'-h7'sini'COS^-4-2'sinvsiinJ;) -f-const., 

et comme cette quantité doit être nulle par rapport au centre de gravité 
du sphéroïde, que nous supposons immobile, et que, relativement à ce 
point, / devient 5, et a?', y\ z' sont nuls, on aura 

8 
const. = • 

Maintenant /est égal à^ 

[(5C0SV — x')^ H- («sinccosv}/ — j')* -+- {s sini'sin^ — «')*], 

ce qui donne, en substituant pour â/, y'f z' leurs valeurs précédentes. 



/ v^5^ — 24r[cosccosd -4- sini^sind cos(gt — ^j/)] -t- r'^ 
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Si l'on réduit cette fonction dans une suite descendante par rapport aux 
puissances de s^ et que l'on représente ainsi cette suite, 

on aura généralement, par les n^ 15 et 17, 

p(0 ^ 1.3.5. ..(2i^i) r^, _ i(i^i) ^.^, _^ i(i-i)(i-2)(i-3) ^^,^ 1 

1.2. 3... I L 2.(21 — l) 2.4.(21— l) (2/ — 3) * J* 

8 étant égal à cosi^cosO-+- sini^sinOcos(CT — ij/); il est visible d'ail- 
leurs, par le n° 9, que Ton a 

^ ^ ' ou âm^ ., . sn,/. 

0= -^__fL+__ + ,(,+,)P(0. 

en sorte que les termes de la série précédente ont cette propriété com- 
mune avec ceux de V. On aura, cela posé, 

^-«--4(^'^^sv4-r'sini;cos+4-z'sin(/sin+) = ^(p(î")4-Jpc^ 

S'il y a d'autres corps. S', S",..., en désignant par/, i^, ^\ P'f'\ x^, Z', 
^", P^'^ . . • ce que nous avons nommé s, v^ ^, P^'^ relativement au 
corps S, on aura les parties de l'intégrale f(Fclf+¥'d/'+...) dues 
à leur action, en marquant d'un trait, de deux traits, etc. les lettres s^ 
i', ^ et P dans l'expression précédente de la partie de cette intégrale 
due à l'action de S. 

Si l'on rassemble maintenant toutes les parties de cette intégrale» et 
si l'on fait 

I = aZ(o), 

i P(2) ^. ^ p'(V 4- . . . - f (^a _ j) := «Z(3)^ 



5 

£ P(8) _i- 2^ p'(« 



s* 



). 
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a étant un trës-petit coefiBcient, parce que la condition d'un sphéroïde 
très-peu différent de la sphère exige que les forces qui Técartent de 
cette figure soient très-petites» on aura 

f{¥df-^ rdf'-h.. .) = V-4- «r«(ZC«) -+- Z(») -h rl(^> -h r^ZC*) -+-...)» 

Z^^) satisfaisant, quel que soit i\ à Téquation aux différences partielles 



L'équation générale de l'équilibre sera donc 



(0 



C— = V -h «r» (Z(«) 4- ZCî^) 4- rZ(5) -+- r^ZC*) + ...)• 



Si les corps étrangers sont très-éloignés du sphéroïde» on pourra né- 
gliger les quantités r'Z^'\ ^*Z^*^..., parce que, les différents termes 
de ces quantités étant divisés respectivement par s\ ^',..., /\ y*,..., 
ces termes deviennent très-petits lorsque s, s\... sont fort grands par 
rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et les satellites, a l'excep- 
tion de Saturne dont l'anneau est trop près de sa surface pour n'avoir 
pas égard aux termes précédents. Il faut donc, dans la théorie de la 
figure de cette planète, prolonger le second membre de l'équation (i), 
qui a l'avantage de former une série toujours convergente, et comme 
alors le nombre des corpuscules extérieurs au sphéroïde est infini, les 
valeurs de Z^^\ Z^^\... sont données en intégrales définies, dépendantes 
de la figure et de la constitution intérieure de l'anneau de Saturne. 

24. Le sphéroïde peut être entièrement fluide ; il peut être formé 
d'un noyau solide recouvert par un fluide. Dans ces deux cas, l'équa- 
tion (i) du numéro précédent déterminera la figure des couches de la 
partie fluide, en considérant que, n devant être une fonction de p, le 
second membre de cette équation doit être constant à la surface exté- 
rieure et à celle de toutes les couches de niveau, et qu'il ne peut varier 
que d'une couche à l'autre. 

OEuvret tU L, -^ l\, I O 
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Les deux cas précédents se réduisent à un seul, lorsque le sphéroïde 
est homogène; car il est indifférent pour l'équilibre qu'il soit entière- 
ment fluide ou qu'il renferme un noyau intérieur solide. Il sufiBt, par 
le n^ 12, que l'on ait, à la surface extérieure, 

const. = V 4- ar^ (Z^o) ^ zc^) -+- rZ(») -h r^ZC* )-+-...)• 

Si l'on substitue dans cette équation , au lieu de Y, sa valeur donnée 
par la formule (3) du n® 11, et si l'on observe que, par le n® 12, Y**^ 
disparait en prenant pour a le rayon d'une sphère de même volume 
que le sphéroïde, et que Y^*^ est nul lorsque l'on fixe l'origine des 
coordonnées au centre de gravité du sphéroïde, on aura 

C'est l'équation de la surface du sphéroïde, en y substituant, au lieu 
de r, sa valeur à la surface, a(i4- aj) ou 

a-haa(Y(2)4-Y(»)4^Y(*)-+-...)» 

ce qui donne 

const.=:^a«--?^y^(iY(«)4-^Y(»)-hîY(*î4-...)-haa«(Z(«)4-Z(2)-^aZ(3)-^a>Z^^ 

On déterminera la constante arbitraire du premier membre de cette 
équation au moyen de celle-ci 

on aura ensuite, en comparant les fonctions semblables, c'est-à-dire 
assujetties à la même équation aux différences partielles, 

•«r/-» 3' 9.1 -h l) . .„, ., 

Y(0 := —S -.-- a'-'Z('^ 

o 1 — I t: 

I étant plus grand que l'unité. Cette équation peut être mise sous la 
forme 

Y(0 =z -1 a«-2Z(«) -^ iL/r'-arfr.ZO, 
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Tintégralé étant prise depuis r = o jusqu'à r = a. Le rayon a(n- <x.y) 
de la surface du sphéroïde deviendra ainsi 

(a) a(î-f-a^)=rari-+-|^(ZC«)-+-ûZC»^-+-a5Z(*)-4-...) 

H- 9^ fdr[l^^) -h rZ(») 4- r^ZC*) -+-...)]• 

On peut mettre cette équation sous une forme finie, en considérant 
que Ton a, par le numéro précédent, 

Z(i)4-rZC3)-f-r«Z(^)-+-...)-r~^(/x2-i)-A_S«^ 8 - j^ ^ 



• ••> 



en sorte que l'intégrale fdr{Z^^^ H- rZ^'^ -h . . .) est facile à déterminer 
par les méthodes connues. 

25. L'équation (i) du n^ 23 a non-seulement l'avantage de faire con- 
naître la figure du sphéroïde, mais encore celui de donner par la difie- 
rentiation la loi de la pesanteur à sa surface; car il est visible que, le 
second membre de cette équation étant l'intégrale de la somme de 
toutes les forces dont chaque molécule est animée, multipliées par les 
éléments de leurs directions respectives, on aura la partie de la résul- 
tante qui agit suivant le rayon r en différentiant ce second membre 
par rapport à r; ainsi, en nommant p la force dont une molécule de 
la surface est sollicitée vers le centre de gravité du sphéroïde, on aura 

p = - 4^ - ^ ()(r«Z(«) -f- r^ZCî») H- r'ZO -+- r*Z(*) -f-. . .) • 
'^ àr or ^ ' 

Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de — -^i sa valeur à la 

y 

surface \Tza h » donnée par l'équation (2) du n® 10, et au lieu de V 

sa valeur donnée par l'équation (i) du n^ 23, on aura 

10. 
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r devant être changé 6n a, après les différentiations, dans le second 
membre de cette équation, qui, par le numéro précédent, peut tou- 
jours se réduire à une fonction finie. 

p ne représente pas exactement la pesanteur, mais seulement la 
partie de cette force dirigée vers le centre de gravité du sphéroïde, en 
la supposant décomposée en deux, dont Tune soit perpendiculaire au 
rayon r, et dont l'autre p soit dirigée suivant ce rayon. La première de 
ces deux forces est évidemment très-petite et de l'ordre a ; en la dési- 
gnant donc par ay, la pesanteur sera égale à v/>* -+- a*y*» quantité qui, 
en négligeant les termes de Tordre oc^, se réduit à p. Nous pouvons 
ainsi considérer p comme exprimant la pesanteur à la surface du sphé- 
roïde, en sorte que, les équations (2) et (3) du numéro précédent et de 
celui-ci déterminant et la figure des sphéroïdes homogènes en équilibre 
et la loi de la pesanteur à leur surface, elles renferment la théorie com- 
plète de l'équilibre de ces sphéroïdes, dans la supposition où ils dif- 
fèrent très-peu de la sphère. 

Si les corps étrangers S, S', . . . sont nuls, et qu'ainsi le sphéroïde ne 
soit sollicité que par l'attraction de ses molécules et par la force centri- 
fuge de son mouvement de rotation, ce qui est le cas de la Terre et des 
planètes premières, à l'exception de Saturne, lorsque l'on n'a égard 
qu'à l'état permanent de leur figure; alors, en désignant par a<p le rap- 
port de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est 

à très -peu près égal à 4^9 la densité du sphéroïde étant prise pour 

» • ^^ 

I unité, on trouvera 

a(i4-ar)..a[i~^|-?(fx«^i)], 

A>-i7ra[i-î«(p-^^^(F^"-i)]; 

le sphéroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution, sur lequel les 
accroissements de la pesanteur et les diminutions des rayons, en allant 
de l'équateur aux pôles, sont à très-peu près proportionnels au carré 
du sinus de la latitude, (x étant, aux quantités près de l'ordre a, égal à 
ce sinus. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. TI 

a, par ce qui précëdoi est le rayon d'une sphère égale en solidité au 
sphéroïde; la pesanteur à la surface de cette sphère serait jizai ainsi 
l'on aura le point Ae la surface du sphéroïde où la pesanteur est la 
même qu'à la surface de la sphère, en déterminant [i. par l'équation 

ce qui donne (i. = VU . 

26. L'analyse précédente nous a conduits à la figure d'une masse 
fluide homogène en équilibre, sans employer d'autres hypothèses que 
celle d'une figure très-peu différente de la sphère ; elle fait voir que la 
figure elliptique, qui, par le Chapitre précédent, satisfait à cet équilibre, 
est la seule alors qui lui convienne. Mais, comme la réduction du rayon 
du sphéroïde dans une série de la forme a(i + aY^®^-i-aY^*^-4-...) peut 
faire naitre quelques difficultés, nous allons démontrer, directement et 
indépendamment de cette réduction, que la figure elliptique est la 
seule figure d'équilibre d'une masse fluide homogène, douée d'un 
mouvement de rotation; ce qui, en confirmant les résultats de l'ana- 
lyse précédente, servira en même temps à dissiper (es doutes que l'on 
pourrait élever contre la généralité de cette analyse. 

Supposons d'abord que le sphéroïde soit de révolution, et que son 
rayon soit a(i-hay), y étant une fonction de (x ou du cosinus de 
l'angle que ce rayon forme avec l'axe de révolution. Si l'on nomme/ 
une droite quelconque menée de l'extrémité de ce rayon dans l'inté- 
rieur du sphéroïde, p le complément de l'angle que forme cette droite 
avec le plan qui passe par le rayon a(i-f-aj) et par l'axe de révolu- 
tion, q Tangle formé par la projection de/sur ce plan et par le rayon; 
enfin, si l'on nomme Y la somme de toutes les molécules du sphéroïde 
divisées par leurs distances a la molécule placée à l'extrémité du rayon 
a(i -hay), chaque molécule étant égale kf^dfdpdqûnp, on aura 

y^Uff'^dpdqsinp, 

/' étant ce que devient /à la sortie du sphéroïde. Il faut maintenant 
déterminer/' en fonction de p et de q. 
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Pour cela, nous observerons que, si l'on nomme 6' la valeur de 0. 
relative à ce point de sortie, et a{i-\-(ty') le rayon correspondant du 
sphéroïde, y étant une pareille fonction de cos9' ou de (x' que y Test 
de [1., il est facile de voir que le cosinus de l'angle formé par les deux 
droites/' et a(i-+-ay) est égal à sin/?cosy, et qu'ainsi, dans le triangle 
formé par les trois droites/', a(i-haj) et a(i-f-aj'), on a 

Cette équation donne pour/'^ deux valeurs; mais, l'une d'elles étant de 
Tordre <x^, elle est nulle lorsque l'on néglige les quantités de cet ordre. 
L'autre devient 

ce qui donne 

V-- ^à^ Jfdp dq s\np[{i-\- nay] sin^/>cos*g "^ «(j'"" Jail- 
li est visible que les intégrales doivent être prises depuis p = o jusqu'à 
P = t:, et depuis q = — ^t: jusqu'à y = i^; on aura ainsi 

y' étant fonction de cosO', il faut déterminer ce cosinus en fonction 
de p et de q; on pourra, dans cette détermination, négliger les quan- 
tités de Tordre a, puisque y est déjà multiplié par a; cela posé, on 
trouvera facilement 

a cos S'--=[a—f'sïnp cos q ) cos 9 -\-f'sinps\nq sin 6, 

d'où Ton tire, en substituant pour/' sa valeur 2a sinp cosq, 

ix'= [jlcos^P — s\n^pcos('2q -h 6). 

On doit observer ici, relativement à l'intégrale ffydpdqsinp, prise par 
rapport à q, depuis 2q - — tç jusqu'à 2q = tt, que le résultat serait 
le même si Ton prenait cette intégrale depuis 2^ = — 6 jusqu'à 
2y r^ 27; — 6, parce que les valeurs de (x', et par conséquent celles 
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A%y\ sont les mêmes depuis ay = — w jusqu'à ay ■— — que depuis 
2q = 1: jusqu'à !iy ~ iitt — 0; en supposant donc ay -h 9 = q\ ce qui 
donne 

on aura 

les intégrales étant prises depuis p = o jusqu'à /? = w, et depuis y'= o 
jusqu'à q = aw. 

Maintenant, si l'on désigne par a^N l'intégrale de toutes les forces 
étrangères à l'attraction du sphéroïde et multipliées par les éléments 
de leurs directions, on aura par le n^ 24, dans le cas de l'équilibre, 

const. ri-V + a^N, 

et en substituant au lieu de Y sa valeur, on aura 

const. ~ ^oŒX — ^ffx'dp^^i' sin/> — N, 

équation qui n'est évidemment que l'équation de l'équilibre du n" 24, 
présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, il 
en résulte que, si un nombre quelconque i de rayons a(i-f-aj), 

a(i -h (tv), ... y satisfont, le rayon an-?(74-(^4-...)y satisfera 

pareillement. 

Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force centrifuge 
due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nommons g cette 
force, à la distance i de l'axe de rotation; nous aurons, par le n° 23, 
N = ï5r(ï — p-*); l'équation de Téquilibre sera par conséquent 

const. — loTT^ -- oLjfx'dpdq' smp — iffi i — /x^). 

En la difierentiant trois fois de suite relativement à [jl, et en observant 
que -j^ = cos*/?, en vertu de l'équation 

jLt'= /x cos^/i — sin^/i cosg', 
on aurflu 
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or on a SSdpdq' sin/> cos*/? = ^ ; on pourra donc mettre l'équation pré- 
cédente sous cette forme 

o =yj4, rfç' sinp cosV (2 _ ^) . 

Cette équation doit avoir lieu quel que soit [/.; or il est clair que, parmi 
toutes les valeurs comprises depuis (x = — i jusqu'à [jl = i » ii en existe 
une» que nous désignerons par A, et qui est telle que, abstraction faite 

du signe, aucune des valeurs de j^ ne surpassera celle qui est rela- 
tive à A; en désignant donc par H cette dernière valeur, on aura 

La quantité |H — j^ est évidemment du même signe que H, et le fac- 
teur sin/7Cos*/> est constamment positif dans toute retendue de l'inté- 
grale; les éléments jde cette intégrale sont donc tous du même signe 
que H; d'où il suit que l'intégrale entière ne peut être nulle, à moins 
que H ne le soit lui-même, ce qui exige que l'on ait généralement 

o = ^9 d'où l'on tire, en intégrant, 

/, /7i, n étant des constantes arbitraires. 

Si l'on fixe l'origine des rayons au milieu de l'axe de révolution, et 
que l'on prenne pour a la moitié de cet axe, y sera nul lorsque 1^ = 1 
et lorsque jx ^ — i , ce qui donne m == o et n = — /; la valeur de y de- 
vient ainsi /(i — (x^); en la substituant dans l'équation de l'équilibre 

consl. = \my — oLfffdpdq' sinp — ^g[i— y-'^). 

on trouvera a/= ^-^- = f aç, aç étant le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est à très-peu près égal à^; 
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le rayon du sphéroïde sera donc 



a[.-.^(.-^«)], 



d'où il suit que ce sphéroïde est un ellipsoïde de révolution, ce qui est 
conforme à ce qui précède. 

Nous voilà ainsi parvenus à déterminer directement, et indépendam- 
ment des suites, la figure d'un sphéroïde homogène de révolution qui 
tourne sur son axe, et à faire voir qu'elle ne peut être que celle d'un 
ellipsoïde, qui se réduit à une sphère lorsque 9 = 0, en sorte que la 
sphère est la seule figure de révolution qui satisfasse à l'équilibre d'une 
masse fluide homogène immobile. 

De là on peut généralement conclure que, si la masse fluide est sol- 
licitée par des forces quelconques très-petites, il n'y a qu'une seule 
figure possible d'équilibre, ou, ce qui revient au même, il n'y a qu'un 
seul rayon a(i + ay) qui puisse satisfaire à l'équation de l'équilibre 

const. = ^cŒy — otJJy*dp dq' sin/> — N, 

y étant une fonction de 6 et de la longitude ct, et y' étant ce que de- 
vient y lorsque l'on y change et ct en 6' et xs\ Supposons, en effet, 
qu'il y ait deux rayons difl*érents a(i-i-aj) et a(i-i- aj + a^)^ qui 
satisfassent à cette équation ; on aura 

const. = ja7r(7-i- v) — aff(jr' -h v') dpdq' sïnp — ^, 

En retranchant Téquation précédente de celle-ci, on aura 

const. — ^TT i' — SS^'dp dq' sin/>. 

Cette équation est visiblement celle d'un sphéroïde homogène en équi- 
libre, dont le rayon est a(i + (x(^), et qui n'est sollicité par aucune 
force étrangère à l'attraction de ses molécules. L'angle o disparaissant 
de lui-même dans cette équation, le rayon a[i-h(x.v) y satisferait en- 
core, en y changeant tr successivement dans tr + r/cr, u-^- :kdvs, .. .\ 
d'où il suit que, si l'on nomme (^4, f's,... ce que devient v en vertu de 

OKuvres tU L, — U. Il 



tt MÉCANIQUE CÉLESTE, 

ces changements, le rayon 

a(i -h acrfcT-f- avi dm H- olvj dm -h. . .) 

OU a[i-\- xjvdxs) satisfera à Téquation précédente. Si l'on prend Tin- 
tégrale fvdts depuis ct = o jusqu'à rs = ar, le rayon a[\-h%Jvdfs) de- 
vient celui d'un sphéroïde de révolution, qui, par ce qui précède, ne 
peut être qu'une sphère ; voyons la condition qui en résulte pour y. 
Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gravité du 
sphéroïde, dont le rayon est a(i + a(^), à la surface, et fixons le pôle 
ou Torigine de l'angle 6 à l'extrémité àe a\ v sera nul au pôle, et po- 
sitif partout ailleurs; il en sera de même de l'intégrale fvdxs. Main* 
tenant, puisque le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est 
a(i-j-aç') est au centre de la sphère dont le rayon est a, ce point 
sera pareillement le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est 
a{i-^ftJvdTs)\ les différents rayons menés de ce centre à la surface 
de ce dernier sphéroïde sont donc inégaux entre eux, si v n'est pas 
nul; il ne peut donc être une sphère que dans le cas de v=^o\ ainsi 
nous sommes assurés qu'un sphéroïde homogène, sollicité par des 
forces quelconques très-petites, ne peut être en équilibre que d'une 
seule manière. 

27. Nous avons supposé que N est indépendant de la figure du 
sphéroïde; c'est ce qui a lieu à très-peu près, lorsque les forces étran- 
gères à l'action des molécules fluides sont dues à la force centrifuge de 
son mouvement de rotation et à l'attraction des corps extérieurs au 
sphéroïde. Mais, si l'on conçoit au centre du sphéroïde une force finie 
dépendante de la distance, son action sur les molécules placées à la 
surface du fluide dépendra de la nature de cette surface, et par consé- 
quent N dépendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide homogène 
qui recouvre une sphère d'une densité diflerente de celle du fluide; 
car on peut considérer cette sphère comme étant de même densité que 
le fluide^ et placer à son centre une force réciproque au carré des dis- 
tances, de manière que, si l'on nomipe c le rayon de la sphère et p sa 
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densité, œlie du fluide étant prise pour unité, cette force, à U dîs^ 
tance r, sera égale à ^tt ^^.]^ - En la multipliant par l'élément — dr 

de sa direction, l'intégrale du produit sera j^ — -^ — -•> quantité qu'il 

faut ajouter à a*N; et, comme à la surface on a r=a(i-f-aj), il 
faudra, dans l'équation de l'équilibre du numéro précédent, ajouter 

à N, ^TT - '^l (i — a/)- Cette équation deviendra 

const.= ^ 14- (p — i) ^Jr — «//r'^/'^Ç'sin/^-N. 

Si l'on désigne par a{i -^ (ty -\- olv) une nouvelle expression du rayon 
du sphéroïde en équilibre, on aura pour déterminer v l'équation 

const. = îTT I 4- (p — i) ^ U —ffv'dpdq' sin/i, 

équation qui est celle de l'équilibre du sphéroïde, en le supposant 
immobile et en faisant abstraction de toute force extérieure. 

Si le sphéroïde est de révolution, v sera uniquement fonction de 
cosO ou de (x; or on peut, dans ce cas, le déterminer par l'analyse du 
numéro précédent; car, si l'on difierentie cette équation i +i fois de 
suite relativement à \l, on aura 

= J7r[i4- fp- I) ^] ^ - jy^Jl^ dpdq'sïnpcos^i^^p; 

mais on a 

ffdp dq' sin/> cos^^^^p -^ ^/^^ ', 

l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme 

On peut prendre 1 tel que, abstraction faite du signe, on ait 

214-3 r . V <?' 1 ^ 

II. 
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en supposant donc que i soit le plus petit nombre entier positif qui 
rende cette quantité plus grande que l'unité, on s'assurera, comme 
dans le numéro précédent, que cette équation ne peut être satisfaite, 

à moins que l'on ne suppose ^-^ = o, ce qui donne 

v=:fjL'-h A a'-* ■+- B/x'-*- -h 

En substituant, dans l'équation précédente de l'équilibre, au lieu de 9 
cette valeur, et au lieu de 9\ 

{jl' étant, par le numéro précédent, égal à {jlcos'/> — sin'/icos^', on 
trouvera d'abord 

. c» 3 

ce qui suppose p égal ou moindre que l'unité; ainsi, toutes les fois 
que a, c et p ne seront pas tels que cette équation soit satisfaite, 1 étant 
un nombre entier positif, le fluide ne pourra être en équilibre que 
d'une seule manière. On aura ensuite 

A ^^^ o, D I^^ : r > ... * 

2^2/ — l) 

en sorte que 

'*'~0 ;, 1(1 — l) (/ — 2) (1 — 3) .. 

2(21 — 1)' 2.4.(2/ — i) [21 — J) ^ 

Il y a donc généralement deux figures d'équilibre, puisque clç est sus- 
ceptible de deux valeurs, dont Tune est donnée par la supposition de 
1^ = 0, et dont l'autre est donnée par la supposition de 9 égal à la fonc- 
tion précédente de (a. 

Si le sphéroïde est sans mouvement de rotation, et n'est sollicité par 
aucune force étrangère à l'action de ses molécules, la première de ces 
deux figures est une sphère, et la seconde a pour méridien une courbe 
de l'ordre i. Ces deux courbes se confondent dans le cas de 1 = i , parce 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 85 

que le rayon a(i + <x[A) est celui d*une sphère dans laquelle l'origine 
des rayons est à la distance a de son centre ; mais alors il est aisé de 
voir que p = i , c'est-à-dire que le sphéroïde est homogène, ce qui est 
conforme au résultat du numéro précédent. 

28. Lorsqu'on a les figures de révolution qui satisfont à l'équilibre, 
il est facile d'en conclure celles qui ne sont pas de révolution, par la 
méthode suivante. Au lieu de fixer l'origine de l'angle 6 à l'extrémité 
de l'axe de révolution, supposons qu'elle soit à une distance y de cette 
extrémité, et nommons 0' la distance à cette même extrémité du point 
de la surface dont est la distance à la nouvelle origine de l'angle 0. 
Nommons de plus cr — 6 l'angle compris entre les deux arcs 9 et y; 
nous aurons 

cos6' — cosy cos9 -+- sin/ sin 9 ces (ro — 6) ; 

en désignant donc par r(cosO') la fonction , 

cos'9'- ~}-~—-, cos'-2 0'-f-. . ., 

2(21 — l) 

le rayon du sphéroïde immobile, en équilibre, que nous venons de voir 
être égal à a [i-f- ar(cos6')], sera 

rt-+- aaT{cosy cosO -+- siny sin0cos(Gj — ê)], 

et, quoiqu'il soit fonction de l'angle n, il appartient à un solide de 
révolution, dans lequel l'origine de l'angle 6 n'est point à l'extrémité 
de l'axe de révolution. 

Puisque ce rayon satisfait à l'équation de l'équilibre, quels que soient 
a, 6 et y, il y satisfera encore en changeant ces quantités en a', 6' et y'; 
a", 6" et y", etc.; d'où il suit que, cette équation étant linéaire, le rayon 

a -h aaT[cosy cos9 -f- siny sin0cos(Tïi — 6)] 
-+- a'ar[cosy'cos 9 -h sin y'sin 9 cos { tïi — 6' )] 



y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient n'est 
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plus de révolution ; il est formé d'une sphère du rayon a et d*un nombre 
quelconque de couches semblables à Texcës du sphéroïde de révolution, 
dont le rayon est a + aar((z.), sur la sphère dont le rayon est a, ces 
couches étant posées arbitrairement les unes au-dessus des autres. 

Si Ton compare Texpression de r(cos6') à celle de P^'^ du n® 23, on 
verra que ces deux fonctions sont semblables, et qu'elles ne diffèrent 
que par les quantités y et 6, qui dans P^'^ sont v et v{/, et par un facteur 
indépendant de [a et de u; on a donc 

^ , ,, ().rfcos0'i <)2.r(cos0') 

a . ( I — a^ ) ^ ^—- 

O:^: O 1 \-l{l-t-l)TlC0S6'). 

dix I — /x* \ / \ / 

Il est facile cPen conclure que, si l'on représente par aY^'^ la fonction 

a r[cosy COS0 H- siny sin9cos(TîT — 6)] 
-f- a'r[cosy'cos0 -h sin/sin0cos(Tïi — &)] 



Y^'^ sera une fonction rationnelle et entière de |jl, ^i — |jl* coso, 
V I — [/.^ sincj, qui satisfera à l'équation aux différences partielles 



o — 



ôj,- 



i-— ^ -i- l(l -h l]Y('); 

I — a* ^ ' 



en choisissant donc pour Y^'^ la fonction la plus générale de cette na- 
ture, la fonction a(i-r-aY^'^) sera l'expression la plus générale du 
rayon du sphéroïde immobile en équilibre. 

On peut parvenir au même résultat au moyen de l'expression de Y 
en séries du n^ 1 1 ; car Téquation de l'équilibre étant, par le numéro 

précédent, 

consl. =:V-t a^N. 

si l'on suppose que toutes les forces étrangères à l'action réciproque 
des molécules fluides se réduisent à une seule force attractive égale 
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à |tc ^^"'.j — > placée au centre du sphéroïde, en multipliant cette 
force par Télément — dr de sa direction et en l'intégrant ensuite, 



on aura 



«„(PZlL)£!^a,N. 



et comme, à la surface, r=a(i>+-ay), l'équation précédente de l'é- 
quilibre deviendra 



const. = ¥4-^07: — [\ — o)y\ 



En substituant dans cette équation, au lieu de V, sa valeur donnée 
par la formule (3) du n^ 11, dans laquelle on mettra pour r sa valeur 
a(i-h aj), et en substituant pour j sa valeur 

Y(o) -4- Y(«)-f-Y(2) -}-..., 

on aura 

la constante a étant supposée telle que const. = ^i^à^. Cette équation 
donne Y^®^ = o, Y^*^ = o, Y^^^ = o, . . . , à moins que le coefficient de 
l'une de ces quantités, de Y^'^ par exemple, ne soit nul, ce qui donne 

( étant un nombre entier positif, et, dans ce cas, toutes ces quantités 
sont nulles, excepté Y^'^; on aura donc alors J = Y^'^ ce qui est con- 
forme à ce que nous venons de trouver. 

On voit ainsi que les résultats obtenus par la réduction de V en série 
ont toute la généralité possible, et qu'il n'est point à craindre que 
quelque figure d'équilibre échappe à l'analyse fondée sur cette réduc- 
tion, ce qui confirme ce que l'on a vu a priori, par l'analyse du n° 11, 
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dans lequel nous avons prouvé que la forme que nous avons donnée au 
rayon des sphéroïdes n*est point arbitraire et découle de la nature 
même de leurs attractions. 

29. Reprenons maintenant l'équation (i) du n® 23. Si l'on y sub- 
stitue pour V sa valeur donnée par la formule (6) du n® 14, on aura, 
relativement aux différentes couches fluides, 

ir^^ r J ^ \ 3r 5r^ 'j r^ } 



les différentielles et les intégrales étant relatives à la variable a : les 
deux premières intégrales du second membre de cette équation doivent 
être prises depuis a~a jusqu'à a — i, a étant la valeur de a relative 
à la couche fluide de niveau que l'on considère, et cette valeur à la sur- 
face étant prise pour unité; les deux dernières intégrales doivent être 
prises depuis a — o jusqu'à a — a; enfin, le rayon r doit être changé 
en a(i-f- oy), après toutes les différentiations et les intégrations. Dans 
les termes multipliés par x, il suffira de changer r en a; mais, dans le 

terme ^ /p rf.a' , il faudra substituer a[\-\-cf.y) pour r, ce qui le 
change dans celui-ci —■ {i — xy) fc^d.a^, et par conséquent dans le 

w ce 

suivant 

ôa «^ ' 

Cela posé, si dans l'équation (i) on compare les fonctions semblables, 
on aura d'abord 

- -^ Y^^î/pe/.a^ H- ^/prf(a»Y<o)) ^ aa»Z^«), 
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les deux premières intégrales du second membre de cette équation 
étant prises depuis a-^a jusqu'à a == i, les trois autres intégrales de 
ce second membre devant être prises depuis a = o jusqu'à a=^a. 
Cette équation ne déterminant ni a ni Y^®\ mais donnant seulement 
un rapport entre ces deux quantités, on voit que la valeur de Y^®^ est 
arbitraire et peut être déterminée à volonté. On aura ensuite, i étant 
égal ou plus grand que l'unité, 

(^) o = 4^ Tp rf ^ _ |5 yC'Vp rf.a3 4- . .^\ ' fp rf(a'*» Y(0) + a'ZC), 
^' 2i-+-ij'^ a*-^ 3a "^^ (21 -f-i)a'-^* ""^ ^ ' 

la première intégrale étant prise depuis a = a jusqu'à a = i, et les 
deux autres étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. Cette équation 
donnera la valeur de Y^'^ relative à chaque couche fluide, lorsque la 
loi des densités p sera connue. 
Pour réduire ces différentes intégrales dans les mêmes limites, soit 



4^ rpe/^+Z(o=4^Z'a). 



l'intégrale étant prise depuis a = o jusqu'à a = i ; Z'^'^ sera une quan- 
tité indépendante de a, et l'équation (2) deviendra 

o = (21 H- i) «'Y('Vprf.a3 H- 3a2/+i Tprf ^ _ 3/prf(a'+3Y(')) - 3a«'+*ZW, 

toutes les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. 

On pourra faire disparaître les signes d'intégration par des différen- 

tiations relatives à a, et l'on aura l'équation différentielle du second 
ordre 

da^ \ a^ J'pd.a^) fpd.a^ da 

L'intégrale de cette équation donnera la valeur de Y^'^ avec deux con- 
stantes arbitraires; ces constantes sont des fonctions rationnelles et 



entières, de l'ordre i, de [x, Vi — K-^ sincr et y^i — \l^ cosu, telles qu'en 
les représentant par \]^^\ elles satisfont à l'équation aux différences 
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partielles 

d. I— fA> —r . ; 

L'une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonction Z'^'\ 
qui a disparu par les différentiations, et il est visible qu'elle sera un 
multiple de cette fonction. Quant à l'autre fonction, si Ton suppose 
que le fluide recouvre un noyau solide, elle se déterminera au moyen 
de l'équation à la surface du noyau, en observant que la valeur de Y^'^ 
relative à la couche fluide contiguë à cette surface est la même que 
celle de cette surface. Ainsi la figure du sphéroïde dépend et de la 
figure du noyau intérieur, et des forces qui sollicitent le fluide. 

30. Si le sphéroïde est entièrement fluide, rien ne déterminant alors 
une des constantes arbitraires, il semble qu'il doit y avoir une infinité 
de figures d'équilibre. Examinons particulièrement ce cas, d'autant 
plus intéressant qu'il parait avoir eu lieu primitivement pour les corps 
célestes. 

Nous observerons d'abord que les couches du sphéroïde doivent di- 
minuer de densité, en allant du centre à la surface; car il est clair que, 
si une couche plus dense était placée au-dessus d'une couche moins 
dense, ses molécules pénétreraient dans celle-ci, de même qu'un corps 
pesant s'enfonce dans un fluide de moindre densité; le sphéroïde ne 
serait donc point en équilibre. Mais, quelle que soit sa densité au 
centre, elle ne peut être que finie; en réduisant donc l'expression de f 
dans une suite ascendante par rapport aux puissances de a, cette suite 
sera de la forme 6 — ya" — . . . , 6, y et /i étant positifs; on aura ainsi 

JpdTâ^ ~ ^ ~ (/i + 3)6 '^ • " 

et l'équation diflerentielle en Y^^^ deviendra 

d^Y(t) r. ... .. 6nyfl« l Y^') 6r ny«« 1 dY(^) 

--.|_(,--.)(i-^3)^^^-..J_ 
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Pour intégrer cette éqaatioiit supposons que Y^'^ soit développé dans 
une suite ascendante par rapport aux puissances de a» de cette forme 

l'équation différentielle précédente donnera 

1(* -h « -4- 3) [s-i-h 2) a'-«tJC') -h (*'-4- 1-1-3) (*'- « -4- 2) a''-«U'(') -f- . . . 
(n-H3)6'-^ ^ ' •' 

En comparant les puissances semblables de a, on a d'abord 

(54- I -+-3) (* — j -i- 2) = o, 

ce qui donne 

s = i — 2, et tf =:—-«— 3. 

A chacune de ces valeurs de s répond une série particulière, qui, étant 
multipliée par une arbitraire, sera une intégrale de l'équation diffé- 
rentielle en Y^'^; la somme de ces deux intégrales en sera l'intégrale 
complète. Dans le cas présent, la suite qui répond à a = — 1 — 3 doit 
être rejetée; car il en résulterait pour aY^*' une valeur infinie lorsque 
a serait infiniment petit, ce qui rendrait infinis les rayons des couches 
infiniment voisines du centre. Ainsi, des deux intégrales particulières 
de l'expression de Y^'^ celle qui répond à 5 = 1—2 doit seule être 
admise. Cette expression ne renferme plus alors qu'une arbitraire, qui 
sera déterminée par la fonction Z^'\ 

Z^*^ étant nul par le n® 23, Y^*^ est pareillement nul, en sorte que le 
centre de gravité de chaque couche est au centre de gravité du sphé- 
roïde entier. En effet, l'équation différentielle en Y^'^ du numéro pré- 
cédent donne 

d^Y(0 _/2 6pa \ y^^, 6pa^ dY<*^ 

da^ ^ \û* fpd.a*) fpd.a^ da 

On satisfait à cette équation en faisant Y^*^ = — ? U^*^ étant indé- 
pendant de a» Cette valeur de Y<*^ est celle qui répond à l'équation 

12. 
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5 = 1 — 2; elle est, par conséquent, la seule que Ton doive admettre. 
En la substituant dans l'équation (2) du numéro précédent, et en y 
supposant Z^^^ = o, la fonction U^*^ disparait, et par conséquent reste 
arbitraire; mais la condition que l'origine du rayon r est au centre de 
gravité du sphéroïde terrestre la rend nulle; car on verra, dans le nu- 
méro suivant, qu'alors Y^*^ est nul à la surface de tout sphéroïde recou- 
vert d'une couche de fluide en équilibre; on aura donc, dans le cas 
présent, U^*^ = o; ainsi Y^*^ est nul relativement à toutes les couches 
fluides qui forment le sphéroïde. 
Considérons maintenant l'équation générale 

s étant, comme on vient de le voir, égal à £ — 2, 5 est nul ou positif, 
lorsque i est égal ou plus grand que 2; de plus, les fonctions U'^'\ 
U"^'^... sont données en U^'^ par l'équation [e] de ce numéro, en sorte 

que l'on a 

Y(') = AU('), 

h étant une fonction de a, et U^'^ en étant indépendant. Si l'on substi- 
tue cette valeur de Y^'^ dans l'équation diflerentielle en Y^'^ on aura 



da 



A _ r., . 6prt' "1 A 6pa* dh 

^ _. |^i(z -h I) - jp ^^3 J ^ - fpd.a* da 



Le produit i[i'^i) est plus grand que y-S — g-> lorsque 1 est égal ou 

plus grand que 2; car la fraction y-^ — - est moindre que l'unité; en 

effet, son dénominateur fod.a^ est égal à pa^ —fa^dp^ et la quantité 
— fa^df est positive, puisque p diminue du centre à la surface. 

Il suit de là que A et -7- sont constamment positifs, du centre k 

la surface. Pour le faire voir, supposons que ces deux quantités soient 
positives en partant du centre; dh doit alors devenir négatif avant A, 
et il est clair qu'il doit, pour cela, passer par zéro; mais dès l'instant 
où il est nul, d^h devient positif, en vertu de l'équation précédente. 
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et par conséquent dh commence à croître; il ne peut donc jamais de- 
venir négatif, d'où il suit que he^idh conservent constamment le même 
signe, du centre à la surface. Maintenant, ces deux quantités sont 
positives en partant du centre; car on a, en vertu de l'équation (e), 
s'— a = 5 -h n — a, ce qui donne s'= i h- /i — a ; on a ensuite 

{,'+,^-3)(,'-, + .)U'(0 = _i_-^i_, 

d'où l'on tire 

(/i-4- 3) (21 -4-n-+-i)6' 

on aura donc 

Y» 6 et n étant positifs, on voit qu'au centre h et dh sont positifs, lors- 
que I est égal ou plus grand que 2 ; ils sont donc constamment positifs, 
du centre à la surface. 

Relativement à la Terre, à la Lune, à Jupiter, etc., Z^'^ est nul ou 
insensible, lorsque i est égal ou plus grand que v3; l'équation (2) du 
numéro précédent devient alors 



= \za^i^' /P^^ ^ (Jti -hi)a'A/prf.a3 -4. 3fpd(a^^^h) 



U('), 



la première intégrale étant prise depuis a — a jusqu'à a = i, et les 
deux autres étant prises depuis a = o jusqu'à a — a. A la surface, où 
a = I , cette équation devient 

o == [- (21 -m) hfpd.a^ -h 3/pcf(a'^3A)] UO, 

équation que l'on peut mettre sous cette forme 

o = [— (21 — 2) pA 4- (21 -f-i) hfa^dp — ZJai-^^kdp'] W), 

dp est négatif du centre à la surface, et h croit dans le même inter- 
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valle; la fonction (21 -m) A/a*rfp — ^faf^^àdf est donc négative dans 
le même intervalle; ainsi, dans Téquation précédente, le coefficient 
de U^'^ est négatif» et ne peut être nul à la surface; U^'^ doit donc être 
nul, ce qui donne Y^'> = o; l'expression du rayon du sphéroïde se 
réduit ainsi à a -h aa(Y^®^ -f- Y^^^), c'est-à-dire que la surface de chaque 
couche de niveau du sphéroïde est elliptique, et par conséquent sa sur- 
face extérieure est elliptique. 

Z^^K par rapport à la Terre, est, par le n® 23, égal à — -^ (|t* — j); 

l'équation (2) du numéro précédent donne ainsi 

A la surface, la première intégrale ffdh est nulle; on aura donc à cette 
surface, où a - r. 



ii:nfpd.a'-^T:fpd(a^h 



Soit a(f le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur; 
l'expression de la pesanteur étant, aux quantités près de Tordre a, 
égale à^7r/prf.a\ on aura g = j'^oL^fpd.a^; partant 



9. fpd(a^h) ^ 
5 fpa^da 



en comprenant donc dans la constante arbitraire a, que nous avons 
prise pour l'unité, la fonction 

^Y^^î f^l.. ._..,., 

3^ 3 J'pd(a^h) ' 

5 Jpa^da 

le rayon du sphéroïde terrestre & la surface sera 

aAofi — u*) 



^ i jpd[a^h ] 
Sjpa^da 
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Ce rayon est celui d'un ellipsoïde de révolution, dont le demi-petit axe 
est Tunitéi et dont le demi-grand axe est 



5fpa^da 



La figure de la Terre supposée fluide ne peut donc être que celle d*uu 
ellipsoïde de révolution, dont toutes les couches de même densité sont 
elliptiques et de révolution, et dans lequel les ellipticités croissent et 
les densités diminuent du centre à la surface. Le rapport des ellipti- 
cités aux densités est donné par l'équation différentielle du second 
ordre 

d^h __ 6A / _ pa^ \ _ ^ipa^ dh 
da^ — a^ V ^Spa^daJ Jpa'^da da 

Cette équation n'est intégrable par les méthodes connues que dans 
quelques suppositions particulières sur les densités p; mais, si la loi 
des ellipticités était donnée, on aurait facilement celle des densités 
correspondantes. On a vu que l'expression de A, donnée par l'intégrale 
de cette équation, ne renferme, dans la question présente, qu'une ar- 
bitraire qui disparaît de la valeur précédente du rayon du sphéroïde; 
il n'y a donc qu'une seule figure d'équilibre très-peu différente de la 
sphère qui soit possible, et il est facile de s'assurer que les limites de 

l'aplatissement de cette figure sont ^ et 7 aç, dont la première répond 

au cas où toute la masse du sphéroïde serait réunie au centre, et dont 
la seconde répond au cas où cette masse serait homogène. 

Les directions de la pesanteur, depuis un point quelconque de la 
surface jusqu'au centre, ne forment point une ligne droite, mais une 
courbe dont les éléments sont perpendiculaires aux couches de niveau 
qu'elle traverse : cette courbe est la trajectoire à angles droits de 
toutes les ellipses qui par leur révolution forment ces couches. Pour 
déterminer sa nature, prenons pour axe le rayon mené du centre au 
point de la surface, 6 étant l'angle que ce rayon forme avec l'axe de 
révolution. On vient de voir que l'expression générale du rayon d'une 
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couche quelconque du sphéroïde est a + a^.aÂ(i — {t'), k étant indé- 
pendant de a; de là il est facile de conclure que, si Ton nomme ay' 
l'ordonnée abaissée d'un point quelconque de la courbe sur son axe, 
on aura 

«j' = aû/r sinaô (c— / j» 

c étant la valeur entière de l'intégrale / — y prise depuis le centre 
jusqu'à la surface. 

31. Considérons présentement le cas général dans lequel le sphé- 
roïde, toujours fluide à sa surface, peut renfermer un noyau solide 
d'une figure quelconque peu différente de la sphère. Le rayon mené du 
centre de gravité du sphéroïde à sa surface et la loi de la pesanteur à 
cette surface ont quelques propriétés générales, qu'il est d'autant plus 
essentiel de considérer, que ces propriétés sont indépendantes de toute 
hypothèse.* 

La première de ces propriétés est que, dans l'état d'équilibre, la 
partie fluide du sphéroïde doit toujours se disposer de manière que la 
fonction Y^'^ disparaisse de l'expression du rayon mené du centre de 
gravité du sphéroïde entier à sa surface, en sorte que le centre de gra- 
vité de cette surface coïncide avec celui du sphéroïde. 

Pour le faire voir, nous observerons que, R étant supposé représenter 
le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à l'une quelconque 
de ses molécules, l'expression de cette molécule sera pR^c/R^f^^a, et 
l'on aura, par le n® 12, en vertu des propriétés du centre de gravité, 

o =//7pR» rfR d^ dw.u, 

o z=fffpK^ rfR dfx dm v/i — ft^ sinBj, 

o =zfffpK^ rfR dfjt rfro y/l — IX^ COSGJ. 

Concevons Tintégrale /pR'rfR prise relativement à R, depuis l'origine 
de R jusqu'à la surface du sphéroïde, et ensuite développée dans une 
série de la forme 

N(o) 4- N( •) -h N(2) ^ N(3) _,_.... 
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N^'^ étant, quel que soit i, assujetti k Téquation aux différences par- 
tielles 

d.(l— a»)--5 — . ■ , • 

^ ^ H r -h« i-4-i)N('); 



o 



on aura par le n^ 12, lorsque i est différent de l'unité. 

o =//Nf'> rff* rfrar v^î— fA« sinrar, 
o =//N('>rf|ùi dxs^i — fi^ cosGJ. 

Les trois équations précédentes, données par la nature du centre de 
gravité, deviendront 

o z=zff'S(^)dyL dks ^i — fi'^ sincT, 
o =//N< *^diidw ^i — fjt» cosGj. 



N^*^ est de la forme H (x ■+- H V ' — [^^ sin u -h H'V ^ — [^* coscj ; en sub- 
stituant cette valeur dans ces trois équations, on aura 

H = o, H'=:o, H^=o; 

partant N^*^ = o; c'est la condition nécessaire pour que l'origine de R 
soit au centre de gravité du sphéroïde. 

Voyons maintenant ce que devient N^*^ relativement aux sphéroïdes 
peu différents de la sphère et recouverts d'un fluide en équilibre. On a 
dans ce cas 

R=:a(i-haj), 

et l'intégrale /pR*rfR devient 

i/prf[a*(i-^4«r)]» 

la différentielle et l'intégrale étant relatives à la variable a, dont p est 
fonction. En substituant pour j sa valeur Y^•^-l-Y^*^-^Y^^^-^..., on aura 

L'équation (2) du n^ 29 donne, à la surface où a = 1, et en observant 

OEu^res de L,^\\, 1 3 
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que Z*" est nul. 
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/p(/(a'Y<■))=.V'■)/pd.«^ 

la valeur de Y'" dans le second membre de cette équation étant relative 
à la surface; ainsi, N'" étant nul lorsque l'origine de R est au centre 
de gravité du sphéroïde, on a pareil le metit Y'" = o. 

32. L'état permanent de l'équilibre des corps célestes nous fait con- 
naître encore quelques propriétés de leurs rayons. Si les planètes ne 
tournaient pas exactement, ou du moins à très-peu près, autour d'uD 
de leurs trois axes principaux de rotation, il en résulterait, dans la 
position de leurs axes de rotation, des changements qui seraient sen- 
sibles, surtout pour la Terre; et comme les observations les plus pré- 
cises n'en font apercevoir aucun, nous devons en conclure que depuis 
longtemps toutes les parties des corps célestes, et principalement les 
parties fluides de leurs surfaces, se sont disposées de manière à rendre 
stables leur état d'équilibre, et par conséquent leurs axes de rotation. 
Il est, en effet, très-naturel de penser qu'après un grand nombre d'os- 
cillations elles ont dû se flxer à cet état, en vertu des résistances qu'elles 
éprouvent. Voyons maintenant les conditions qui en résultent dans 
l'expression des rayons des corps célestes. 

Si l'on nomme x, y, z les coordonnées rectangles d'une molécule dM 
du sphéroïde, rapportées aux trois axes principaux, l'axe des j; étant 
l'axe de rotation du sphéroïde, on aura, par les propriétés de ces axes, 
démontrées dans le premier Livre, 

o~-fxrdM, o-fxzdM. o fr-dJA, 

les intégrales devant s'étendre à la masse entière du sphéroïde. R étant 
le rayon mené de l'origine des coordonnées à la molécule <^M, 6 étant 
l'angle formé par R et par l'axe de rotation, et o étant l'angle que le 
plan formé par cet axe et par R fait avec le plan formé par cet axe et 
par celui des deux axes principaux qui est l'axe àcsy, on aura 

X — Rfi, y — R vi--f*"C03iB, ! — R vi- ft'sinro, 
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lAÈ trois équations données par la nature des axes principaux de rofa^ 
tion détiendront ainsi 

^ "fffp^* ^R dfjLdm.fji /ï—l^ cosw, 
o =fffpK* dK dfx dm^ii.\[T~ fx^ sincj, 
o = fffpYi^ rfR rfjùt rfcT( î — fx* ) sin 20. 

Concevons l'intégrale /pR^rfR prise par rapport à R depuis R~o 
jusqu'à la valeur de R à la surface du sphéroïde, et développée dans 
une suite de la forme U^"> -h U^'^ -h U^'^ 4- W^ -h . . . , U^'^ étant, quel que 
soit I, assujetti à l'équation aux différences partielles 



o 



du. dus^ ,, . , ..... 



On aura, par le théorème du n^ 12, lorsque i est différent de a, 

et en observant que les fonctions [jlVi — [jl^coso, (av i — (/.^sintj et 
(i — |A^) sinsn sont comprises dans la forme U^^^ 

o ^r=ff\](Od[xdm.iÂ^i— u^coscj, 
o --ff^^'^ d^djs.^f. yjT'-lli.^ %\ïixsy 
o =://U(Orf|xrfGj(i- fjtî^) sin2nj. 

Les trois équations relatives à la nature des axes de rotation devien- 
dront ainsi 

Ces équations ae dépendent donc que de la valeur de U^^^; cette valeur 
est de la forme 



en la substituant dans les trois équations précédentes, on aura 



i3. 
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C'est à ces trois conditions que se réduisent les conditions nécessaires 
pour que les trois axes des a?, des y et des z soient de véritables axei 
de rotation, et alors U^'^ sera de la forme 

H(iUt» -i) + H'^(l- /^^)C0S2TiJ. 

Lorsque le sphéroïde est un solide peu différent de la sphère, recouvert 
d'un fluide en équilibre, on a R = a(i H- oy), et par conséquent 

Si l'on substitue poury sa valeur Y^"^ -f- Y^^^ -f- Y^*^ -+-..., on aura 
L'équation (2) du n^ 29 donne, à la surface du sphéroïde, 

Y(>) et Z^^^ dans le second membre de cette équation, étant relatifs à la 
surface; on a donc 

U(») = faY(»)/prf.a»- ^-^= — 

La valeur de Z^^^ est de la forme 



et celle de Y'^^ est de la forme 



A a^-- ^; -i- A'|[x ^i — jut^ sincj -h A'^/x v^i — /x-* coscj 4- A''(i — fx«) sin 2CT-i- A'' ( I -- /x>) C0S2©. 
En substituant dans l'équation précédente ces valeurs, et 

H(|Ulî» -- i) -f- H'^; I — ik^) C0S2TiJ 

au lieu de U^*\ on aura 



.// ,jm 



A .; Ç , y^^— S ^ i^n> . S_ 

^izfpa^da ^TzJ'pa^da ^lïj'pa^da 
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Telles sont les conditions qui résultent de la supposition que le sphé- 
roïde tourne autour d'un de ses axes principaux de rotation. Cette sup- 
position détermine les constantes h\ h^^ h" au moyen des valeurs de 
g\ g'\ g''\ mais elle laisse indéterminées les quantités h et fi^y ainsi 

que les fonctions Y^•^ Y^*^ 

Si les forces étrangères à Tattraction des molécules du sphéroïde se 
réduisent k la force centrifuge due à son mouvement de rotation, on 
aura g'=o, g"=o, ^*'=o; partant à'=o, A''=o, A*'= o, et l'ex- 
pression de Y^*^ sera de la forme 

— h(iJL^ — î) -^ A'^(i— /x») cosacj. 

33. Considérons l'expression de la pesanteur à la surface du sphé- 
roïde. Nommons/? cette force; il est aisé de voir, par le n® 25, que l'on 
aura sa valeur en différentiant le second membre de l'équation (i) du 
n® 29 par rapport à r, et en divisant sa différentielle par — rfr, ce qui 
donne, à la surface, 

ces intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = i. Le rayon r à 
la surface est égal à i + o^, ou égal à 

on aura ainsi 

-f- 4a7r CpdL^Yio) ^- ?|! Y(0 + ^ YC^) -^ ^ Y(t) -^ . . \ 
- a(2Z(») 4- aZCa) -h 3Z(3) -f- 4Z(*) -^ . . .)• 

On peut faire disparaître les intégrales de cette expression au moyen 
de l'équation (2) du n^ 29, qui devient, à la surface, 

47r 



2 



^?^^/p rf(a'+» Y(0) = JttYCVp rf.a» - Z(0 ; 
I -f- 1 
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en supposant donc 
on aura 

;> rii: P -i- aP[YCa) ^ 2Y(») -h 3 Y(*) -f- . . . -4- (i ~i) ¥('> 4- . . .] 
- a[5ZCa) -T- 7Z(») -î- 9Z(*) +. . .-h (21 -m) Z(') 4-. . .]• 

C'est par l'observation des longueurs du pendule à secondes que Ton a 
reconnu la variation de la pesanteur à la surface de la Terre. On a vu* 
dans le premier Livre, que ces longueurs sont proportionnelles à la 
pesanteur; soient donc / et L les longueurs du pendule correspondantes 
aux pesanteurs/? et P; l'équation précédente donnera 

/r^- L-f-aL[Y(î»)-+-2Y(»)-i-3Y(*) -+-...-!- il -i)Y(')-i-...] 

-=J^[5Z(«)H-7Z(»>4-9ZC*)-f-...-H(2I-Hl)Z(')-4-...]. 

Relativement à la Terre, aZ^*> se réduit, par le n® 23, à — ~(|it* — j) 

ou, ce qui revient au même, à — ^P([jl* — ï)» *? étant le rapport de 

la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur; de plus, Z^•^ Z^*\... 
sont nuls; on a donc 

/-r:- L -4- aL[Y(«) H- 2Y(3) 4- 3Y(*) -f-. . . 4- (i -i) Y(') -h. . .] 4- f a<pL(|ui« - 1). 

Le rayon osculateur du méridien d'un sphéroïde qui a pour rayon 
I -h oLy est 

a . ULY ) ^ ' ou 
1 4- g S^ 4- a ^ ^: 

en désignant donc par c la grandeur du degré d'un cercle dont le rayon 
est ce que nous avons pris pour l'unité, l'expression du degré du méri- 
dien du sphéroïde sera 

ô.ur ^ ' diM 
c\ I 4- a S^*^ 4- a ^ ^ 
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y est égal k Y<*^-4-Y^*>-f-Yt*>4-. ..J on peut faire disparaître Y^*> en 
le comprenant dans la constante arbitraire que nous avons prise pour 
l'unité, et Y^'^ en fixant l'origine du rayon au centre de gravité du 
sphéroïde entier. Ce rayon devient ainsi 

Si Ton observe ensuite que 

Texpression du degré du méridien deviendra 

c - ac[5Y(»> -+- iiY(»> H-. . . 4- (|2 -+- 1 - i) Y(') -f- . . .] 

^2Y(2) d2Y(s) 

-h. . . 






Si Ton compare ces expressions du rayon terrestre, de la longueur 
du pendule et de la grandeur du degré du méridien, on voit que le 
terme aY^'^ de l'expression du rayon est multiplié par i — i dans l'ex- 
pression de la longueur du pendule, et par i^ -^i — \ dans celle du 
degré; d'où il suit que, pour peu que i — i soit considérable, ce terme 
sera plus sensible dans les observations de la longueur du pendule que 
dans celle de la parallaxe horizontale de la Lune, qui est proportion- 
nelle au rayon terrestre; il sera plus sensible encore dans les mesures 
des degrés que dans les longueurs du pendule. La raison en est que les 
termes de l'expression du rayon terrestre subissent deux difTérentia- 
tions dans l'expression du degré du méridien, et chaque différentiation 
multiplie ces termes par l'exposant correspondant de [jl, et les rend 
ainsi plus considérables. Dans l'expression de la variation de deux de- 
grés consécutifs du méridien, les termes du rayon terrestre subissent 
trois différentiations consécutives; ceux qui écartent la figure de la 
Terre de celle d'un ellipsoïde peuvent devenir par là très-sensibles, et 
l'elliplicité conclue de cette variation peut être fort différente de celle 
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que donnent les longueurs observées du pendule. Ces trois expressions 
ont Favantage d'être indépendantes de la constitution intérieure de la 
Terre, c'est-à-dire de la figure et de la densité de-ses couches; en sorte 
que, si l'on parvient à déterminer les fonctions Y^*^ Y^'\ . . . par les 
mesures des degrés des méridiens et des parallaxes, ou aura sur-le- 
champ la longueur du pendule ; on pourra donc ainsi vérifier si la loi 
de la pesanteur universelle s'accorde avec la figure de la Terre et avec 
les variations observées de la pesanteur à sa surface. Ces relations re- 
marquables entre les expressions des degrés du méridien et des lon- 
gueurs du pendule peuvent servir encore k vérifier les hypothèses 
propres à représenter les mesures des degrés des méridiens; c'est ce 
qui va devenir sensible par l'application que nous allons en faire k 
rhypothëse proposée par Bouguer pour représenter les degrés mesurés 
au nord, en France et à l'équateur. 

Supposons que l'expression du rayon terrestre soit i -h aY^*^ -f- clY^*K 
et que l'on ait 

il est aisé de voir que ces fonctions de [jl satisfont aux équations k dif- 
férences partielles auxquelles Y^*^ et Y^*^ doivent satisfaire. La variation 
des degrés du méridien sera, par ce qui précède, 

«c(3A — ^B) /x» -f- iSacBix*. 

Bouguer suppose cette variation proportionnelle k la quatrième puis- 
sance du sinus de la latitude, ou, ce qui revient à peu près au même, 
à (1.^; en faisant donc disparaître de la fonction précédente le terme 
multiplié par [jl^, on aura 

B = ÀA; 

ainsi, dans ce cas, le rayon mené du centre de gravité de la Terre à sa 
surface sera, en prenant pour unité celui de l'équateur. 
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' L'expression ^e la longueur / du pendule deviendra, en désignant par L 
sa valeur à Téquateur, 

L-f-façLfji* ^(i6fi*4-2ifx*). 

Enfin, l'expression du degré du méridien sera» en nommant c sa gran- 
deur à Téquateur, 

CH-^aAcfx*. 

Nous observerons ici que, conformément à ce que nous venons de 
dire, le terme multiplié par (a^ est trois fois plus sensible dans l'ex- 
pression de la longueur du pendule que dans celle du rayon terrestre, 
et cinq fois plus sensible dans l'expression de la grandeur du degré 
que dans celle de la longueur du pendule; enfin, sur le parallèle 
moyen, il serait quatre fois plus sensible dans Texpression de la va- 
riation des degrés consécutifs que dans celle du degré même. Suivant 
Bouguer, la difierence des degrés du pôle et de l'équateur, divisée par 
le degré de l'équateur, est jjf— ; c'est le rapport qu'exigent, dans son 
hypothèse, les mesures des degrés de Pello, de Paris et de l'équateur. 
Ce rapport est égal à ^<xA; on a donc 

«A =: 0,0054717. 

En prenant pour unité la longueur du pendule à l'équateur, la varia- 
tion de cette longueur dans un lieu quelconque sera 

On a, parle n® 19, (xç = o,oo345ii3, ce qui donne |aç = 0,0086278, 
et la formule précédente devient 

o,oo6o52g.fji3 — 0,0033796. fx*. 

A Pello, où (1 = 8in74®22', cette formule donne 0,0027016 pour la 
variation de la longueur du pendule. Suivant les observations, cette 
variation est o,oo44625, et par conséquent beaucoup plus grande; 

OEwrei de L,^\\, l4 
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ainsi, Thypothëse de Bouguer ne pouvant pas se concilier avec les 
observations de la longueur du pendule, elle n'est pas admissible. 

34. Appliquons les résultats généraux que nous venons de trouver 
au cas où le sphéroïde n'est point sollicité par des attractions étran- 
gères, et où il est formé de couches elliptiques ayant leur centre au 
centre de gravité du sphéroïde. On a vu que ce cas est celui de la Terre 
supposée originairement fluide; il est encore celui de la Terre, dans 
l'hypothèse où les figures de ses couches seraient semblables. En effet, 
l'équation (2) du n° 29 devient, à la surface, où a = i. 

Les couches étant supposées semblables, la valeur de Y^'^ est pour cha- 
cune d'elles la même qu'à la surface; elle est par conséquent indépen- 
dante de a, et l'on a 

Z(') 



v»/,..^(.--l.)=- 



Lorsque i est égal ou plus grand que 3, Z^'^ est nul relativement à la 

Terre; d'ailleurs, le facteur i -, — a' est toujours positif; donc 

alors Y<'^ est nul. Y^*^ est encore nul, par le n® 31, lorsque Ton fixe 
l'origine des rayons au centre de gravité du sphéroïde; enfin on a, 

par le n« 33, Z^»^ égal k — ? (pi* — ^)./^T:ffa^da; on a donc 



Y(^) — - ^ 



l{l^'-i)fp^'da 



t\ » 



fpa^da(i— a^) 

ainsi la Terre est alors un ellipsoïde de révolution. Considérons donc 
généralement le cas où la figure de la Terre est elliptique et de révo* 
lution. 
On a dans ce cas, en fixant l'origine des rayons terrestres au centre 
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mente du centre à la surface, et par conséquent du est positif; d'ail- 
leurs, df est négatif, par la supposition que les densités diminuent du 
centre à la surface; ainsi /{dufa^df) est une quantité négative, et, en 
faisant à la surface 

fpd{a^h) = {h-f)fpd.a^, 

/sera une quantité positive. Gela posé, Téquation (i) donnera 

xA sera donc moindre que -^j et par conséquent il sera plus petit 

que dans le cas de l'homogénéité, où, dp étant nul, /est égal k zéro. 
Il suit de là que, dans les hypothèses les plus vraisemblables, Tapla- 

tissement du sphéroïde est moindre que -~^; car il est naturel de pen- 
ser que les couches du sphéroïde sont plus denses en approchant du 
centre, et que les ellipticités augmentent de la surface au centre, dans 

un moindre rapport que — > ce rapport donnant un rayon infini aux 

couches infiniment voisines du centre, ce qui est absurde. Ces suppo- 
sitions sont d'autant plus vraisemblables, qu'elles deviennent néces- 
saires dans le cas où le sphéroïde a été originairement fluide; alors les 
couches les plus denses sont, comme on l'a vu, les plus voisines du 
centre, et les ellipticités, loin d'augmenter en allant de la surface au 
centre, vont, au contraire, en diminuant. 

Si Ton suppose que le sphéroïde soit un ellipsoïde de révolution, 
recouvert d'une masse fluide homogène d'une profondeur quelconque; 
en nommant a" le demi-petit axe de l'ellipsoïde solide et cth' son ellip- 
ticité, on aura, à la surface du fluide, 

fpd(aH) = A - a'H'-hfpd[a^h], 

l'intégrale du second membre de cette équation étant prise, relative- 
ment à l'ellipsoïde intérieur, depuis son centre jusqu'à sa surface, et 
la densité du fluide qui le recouvre, étant prise pour unité. L'équa- 
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tion (i) donnera donc, pour l'expression de l'ellipticité a A du sphé- 
roïde terrestre, 

,_ 5a(f[i—a'*'hfpd.a^) — 6ah'a'^-h6afpd{aH) 

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a\ 

Considérons présentement la loi de la pesanteur, ou, ce qui revient 
au même, celle de la longueur du pendule à la surface du sphéroïde 
elliptique en équilibre. La valeur de / trouvée dans le numéro précé- 
dent devient dans ce cas 

en faisant donc L'==L — jaL(|(p — A), on aura, en négligeant les 
quantités de Tordre a^, 

équation d'où il résulte que V est la longueur du pendule à secondes 
à l'équateur, et que cette longueur croit de l'équateur aux pôles, pro- 
portionnellement au carré du sinus de la latitude. 

Si l'on nomme ae l'excës de la longueur du pendule au pôle sur sa 
longueur à l'équateur, divisée par cette dernière longueur, on aura 
x£ = a(|9 — A), et par conséquent ' 

at -h «A=z|a9, 

équation remarquable entre l'ellipticilé de la Terre, et la variation de 
la longueur du pendule, de l'équateur aux pôles. Dans le cas de l'ho- 
mogénéité, aA = faf; ainsi, dans ce cas, eu = xA; mais, si le sphéroïde 
est hétérogène^ autant aA est au-dessus ou aurdessous de faf , auiant eu 
est (turdessous ou au-dessus de la même quantité. 

35. Les planètes étant supposées recouvertes d'un fluide en équilibre, 
il est nécessaire, dans le calcul de leurs attractions, de connaître l'at- 
traction des sphéroïdes dont la surface est fluide et en équilibre; on 
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peut l'exprimer fort simplement de cette manière. Reprenons l'équa- 
tion (5) du n^ 14; on en fera disparaître les signes d'intégration au 
moyen de l'équation {2) du n^ 29, qui donne, à la surface du sphéroïde, 

-4^- /prffa'-*-» Y(')) = ^ Y(')/prf.a» - Z('); 
21 -M -^ ^ ^ ^ 3 '^ ^ 

ainsi, en fixant l'origine des rayons r au centre de gravité du sphéroïde, 
ce qui fait disparaître Y^*^; en observant ensuite que Z^'^ est nul» et 

que, Y^*^ étant arbitraire, on peut supposer —^ Y^*^ — Z^*^ = o, l'équa- 
tion (5) du n® 14 donnera 

A mm 

expression dans laquelle on doit observer que ^ ffd.a* exprime la 

masse du sphéroïde, puisque, dans le cas de r infini, la valeur de V 
est égale à la masse du sphéroïde divisée par r. Cela posé, l'attraction 

du sphéroïde parallèlement à r sera — ^; l'attraction perpendicu- 



laire à ce rayon, dans le plan du méridien, sera — ^ — ^ j-; enfin 

l'attraction perpendiculaire à ce même rayon dans le sens du parallèle 

àv 

sera r^==- L'expression de V devient, relativement à la Terre 

supposée elliptique, 

M étant la masse de la Terre. 

36. Quoique la loi de l'attraction en raison inverse du carré de la 
distance soit la seule qui nous intéresse, cependant l'équation (i) du 
n^ 10 offre une détermination si simple de la pesanteur à la surface 
des sphéroïdes homogènes en équilibre, quel que soit l'exposant de la 
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puissance de la distance k laquelle l'attraction est proportionnelle» que 
nous croyons pouvoir la présenter ici. L'attraction étant comme une 
puissance quelconque n de la distance, si Ton désigne par dm une 
molécule du sphéroïde, et par/ sa distance au point attiré, l'action de 
dm sur ce point, multipliée par l'élément — c^ de sa direction, sera 
— dmf^df. L'intégrale de cette quantité , prise par rapport à /, est 

^i;; — > et la somme de ces intégrales, étendue au sphéroïde entier, 

est > en supposant, comme dans le n® 10, y = Jf'^^dm. 

Si le sphéroïde est fluide, homogène et doué d'un mouvement de 
rotation, et s'il n'est sollicité par aucune attraction étrangère, on aura 
à sa surface, dans le cas de l'équilibre, par le n^ 23, 

V 

consl. = - ^-^ -hig^ra(i-~fii^), 

r étant le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa surface, 

et g étant la force centrifuge à la distance i de l'axe de rotation. 

La pesanteur /i a la surface du sphéroïde est égale à la différentielle 

du second membre de cette équation, prise par rapport à r et divisée 
par — dr^ ce qui donne 

Reprenons maintenant l'équation (i) du n" 10, qui est relative à la 
surface, 



àW 



^, (n + i)A ^ (« + i)V . 



dr aa 2 a 

cette équation 9 combinée avec les précédentes, donne 

/(n-M)r \ , ., 

yi = consl.4- \ ^ ^^' ^ijgr(i^ii^). 

A la surface, r est k très-peu près égal à a; en faisant donc, pour sim 
plifier, a = if on aura 

ii=:const. H 2 — g"('~'f* )• 

4 
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Soient P la pesanteur à Téquateur du sphéroïde, et 09 le rapport de la 
force centrifuge à la pesanteur k l'équateur; on aura 



= p(i-4-— 5«9fx«j, 



d*oii il suit que, de l'équateur aux pôles, la pesanteur varie proportion- 
nellement au carré du sinus de la latitude. Dans le cas de la nature, 
où /i = — 2, on a 

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé précédemment. Mais 
il est remarquable que, si n = 3, on a /i = P, c'est-à-dire que, si l'at- 
traction est proportionnelle au cube de la distance, la pesanteur à la 
surface des sphéroïdes homogènes est partout la même, quel que soit 
leur mouvement de rotation. 

37. Nous n'avons eu égard, dans la recherche de la figure des corps 
célestes, qu'aux quantités de l'ordre a; mais il est facile, par l'analyse 
précédente , d'étendre les approximations aux quantités de l'ordre a* 
et des ordres supérieurs. Considérons pour cela la figure d'une masse 
fluide homogène en équilibre, recouvrant un sphéroïde peu différent 
d'une sphère et doué d'un mouvement de rotation, ce qui est le cas de 
la Terre et des planètes. La condition de l'équilibre à la surface donne, 
par le n® 23, l'équation 

consl. =:V— - r^lfx» — i). 

La valeur de V se compose : 1® de l'attraction du sphéroïde recouvert 
par le fluide, sur la molécule de la surface déterminée par les coordon- 
nées r, 6 et o; 2® de l'attraction de la masse fluide sur cette molécule; 
or la somme de ces deux attractions est la même que la somme des 
attractions : i® du sphéroïde, en supposant la densité de chacune de 
ses couches diminuée de la densité du fluide; 2^ d'un sphéroïde de 
même densité que le fluide, et dont la surface extérieure est la même 
que celle du fluide. Soit V la première de ces attractions et V la se- 
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conde, en sorte que V = V' + V"; on aura, en supposant g de l'ordre a 
et égal à «.g', 

const. = V'+V- -^ r» (ft» - 1). 

Je 

On a vu, dans le n® 9, que V peut se développer dans une série de la 

forme 

U(«> Uf*> U^«) 



U^'^ étant assujetti à l'équation aux différences partielles 



0=: -^ ^—- H r -4- 11-4-1 UCO, 






et l'on peut, par l'analyse du n® 17, déterminer U^'^ avec toute la pré- 
cision désirable, lorsque la figure du sphéroïde est connue. 
Pareillement, V" peut se développer dans une série de la forme 

U(0) u(i) u<2) 
r r* r' 

U|*^ étant assujetti à la même équation aux différences partielles que U^'^ 
Si l'on prend pour unité de densité celle du fluide, on a, par le n^ 17, 

U^'^ — —_ i!L__ z(0 

{l-i-3)(2l-M) 

r*"^* étant supposé développé dans la suite 

dans laquelle Z^'^ est assujetti à la même équation aux différences par- 
tielles que U^'^ L'équation de l'équilibre deviendra donc 

consl.:^: -— 4- ^ +2-i- U(')4- 7-.— o?-^-. — ^ Z(')) -^ag^'rM^2_ 1^, 
r r r'-»-* \ (i -}- 3) (21 -hi) / -* ^ ^^ ' 

/ étant égal ou plus grand que l'unité. 

Si la distance r de la molécule attirée au centre du sphéroïde était 

Œuvres de L, — II. l5 



lU MÉCANIQUE CÉLESTE. 

infinie, V serait égal à la somme des masses du sphéroïde et du fluide, 
divisée par r; en nommant donc m cette somme, on aura U^®^ 4- U)**= m. 
Ne portons l'approximation que jusqu'aux quantités de l'ordre x*; nous 
pourrons supposer 



r—z I -;- ajr-\- a^x 



ce qui donne 



Supposons 

;- ..: Y(0-:- Y(2)-|- Y(«)-i-..., 
j':.rY'(0_|-Y'(a)._i-Y'(3)-h..., 

Y(i)^ Y'^^^ et M-'^ étant assujettis à la même équation aux difierences 
partielles que U^'^; nous aurons 

Zev .(/-:- 3) aY(')--- '^'-^-^^ •"^' «2^(1) -;- (1 -:- 3) a«Y'('). 

1.2 ^ ' 

Nous observerons ensuite que U^'^ est une quantité de l'ordre a, puis- 
qu'elle serait nulle si le sphéroïde était une sphère; en ne portant ainsi 
l'approximation que jusqu'aux termes de l'ordre a^, U^^^ sera de cette 
forme aU'^'^-f- a^U"^'^ En substituant donc ces valeurs dans Téquation 
précédente de l'équilibre, et en y changeant r dans i + aj4- a^, on 
aura, aux quantités près de Tordre a', 

ronsl. /n(i a/ : «^/^ - ^*V) 

21; I "^ 21 -I 2(2/ -1) ^ J 

OLg (l :--2ar) 



[l^' 



.'I ; 



En égalant séparément à zéro les termes de l'ordre a et ceux de Tordre 
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x^, on aura les deux équations 

\ 21 + 1/ L 2I-1-I "^ \ 2(2/--!)/ J 

C étant une constante arbitraire. La première de ces équations déter- 
mine Y^'^ et par conséquent la valeur de y. En la substituant dans le 
second membre de la seconde équation, on le développera, par la mé- 
thode du n** 16, dans une suite de la forme 

N^'^ étant assujetti à la même équation aux différences partielles que U^'\ 
et Ton déterminera la constante C de manière que W^ soit nul ; on aura 
ainsi 



m ; 

'21 ■-■■ I 



et par conséquent 



NCO N(î»î Nf») 

L'expression du rayon r de la surface fluide sera ainsi déterminée aux 
quantités près de Tordre a% et Ton pourra, par le même procédé, por- 
ter l'approximation aussi loin que l'on voudra. Nous n'insisterons pas 
davantage sur cet objet, qui n'a de difficulté que la longueur du calcul; 
mais nous tirerons de l'analyse précédente celte conclusion importante, 
savoir, que l'on peut affirmer que l'équilibre est rigoureusement pos- 
sible, quoique l'on ne puisse pas assigner la figure rigoureuse qui y 
satisfait; car on peut trouver une suite de figures qui, substituées dans 
l'équation de l'équilibre, laissent des restes successivement plus petits 
et qui deviennent moindres qu'aucune grandeur donnée. 



»e< 



i5. 
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CHAPITRE V. 



COMPARAISON DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AVEC LES OBSERVATIONS. 



38. Pour comparer aux observations la théorie que nous venons 
d'exposer, il faut connaître la courbe des méridiens terrestres et celles 
que Ton trace par une suite d'opérations géodésiques. Si, par Taxe de 
rotation de la Terre et par le zénith d'un lieu de sa surface, on ima- 
gine un plan prolongé jusqu'au ciel, ce plan y tracera la circonférence 
d'un grand cercle, qui sera le méridien de ce lieu : tous les points de 
la surface de la Terre qui auront leur zénith sur cette circonférence 
seront sous le même méridien céleste, et ils formeront sur cette sur- 
face une courbe qui sera le méridien terrestre correspondant. 

Pour déterminer cette courbe, représentons par u = o l'équation 
de la surface de la Terre, u étant une fonction des trois coordonnées 
orthogonales a?, 7, z. Soient x\ y\ z' les trois coordonnées de la ver- 
ticale qui passe par le lieu de la surface de la Terre déterminé par les 
coordonnées a?, 7, z\ on aura, par la théorie des surfaces courbes, les 
deux équations suivantes 

o = -3- ar — -T- dx y o^ -r- dz* — -r- dx\ 
dx "^ df ox oz 

En ajoutant la première, multipliée par l'indéterminée ^, à la seconde, 

on en tirera 

du . du 

dz'^^-^—^^dx'-ldf. 
dx 

Cette équation est celle d'un plan quelconque parallèle à la verticale 
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dont nous venons de parler; cette verticale, prolongée à l'infini, se 
réunissant au méridien céleste, tandis que son pied n'est éloigné que 
d'une quantité finie du plan de ce méridien, elle peut être censée pa- 
rallèle à ce plan; l'équation différentielle de ce plan peut donc coïn- 
cider avec la pjécédente, en déterminant convenablement l'indéter- 
minée ^. Soit 

l'équation du plan du méridien céleste; en la comparant à la précé- 
dente, on en tirera 

- . du du , du 

^ ' dz ôx ôx 

Pour avoir les constantes a et b, on supposera connues les coordon- 
nées du pied de la verticale parallèle à l'axe de rotation de la Terre, et 
celles d'un lieu donné de sa surface. En substituant successivement ces 
coordonnées dans l'équation précédente, on aura deux équations, au 
moyen desquelles on déterminera a et b. L'équation précédente, com- 
binée avec celle de la surface u = o, donnera la courbe du méridien 
terrestre qui passe par le lieu donné. 

Si la Terre était un ellipsoïde quelconque, u serait une fonction ra- 
tionnelle et entière du second degré en a?, 7, z; l'équation (a) serait 
donc alors celle d'un plan dont l'intersection avec la surface de la 
Terre formerait le méridien terrestre; dans le cas général, ce méridien 
est une courbe à double courbure. 

Dans ce cas, la ligne déterminée par les mesures géodésiques n'est 
pas celle du méridien terrestre. Pour tracer cette ligne, on forme un 
premier triangle horizontal, dont un des angles a pour sommet l'ori- 
gine de cette courbe, et dont les deux autres angles ont pour sommets 
deux objets quelconques visibles. On détermine la direction du pre- 
mier côté de la courbe par rapport aux côtés du triangle, et sa lon- 
gueur jusqu'au point où elle rencontre le côté qui joint les deux ob- 
jets. On forme ensuite un second triangle horizontal avec ces objets et 
un troisième plus éloigné qu'eux de l'origine de la courbe. Ce second 
triangle n'est pas dans le plan du premier; il n'a de commun avec lui 



118 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

que le côté formé par les deux premiers objets; ainsi le prolongement 
du premier côté de la courbe s'élève au-dessus du plan de ce second 
triangle; mais on le plie sur ce plan, de manière qu'il forme toujours 
les mêmes angles avec le côté commun aux deux triangles, et il est 
aisé de voir que pour cela il doit être plié suivant une verticale à ce 
plan. Telle est donc la propriété caractéristique de la courbe tracée 
par les opérations géodésiques. Son premier côté, dont la direction 
peut être supposée quelconque, est tangent à la surface de la Terre; 
son second côté est le proliuigement de cette tangente, plié suivant 
une verticale ; son troisième côté est le prolongement du second côté, 
plié suivant une verticale, et ainsi de suite. 

Si, par le point de réunion de deux de ces côtés, on mène dans le 
plan tangent à la surface du sphéroïde une ligne perpendiculaire à 
Tun des côtés, il est visible qu'elle sera perpendiculaire à l'autre côté; 
d'où il suit que la somme de ces côtés est la ligne la plus courte que 
l'on puisse mener sur cette surface entre leurs points extrêmes. Ainsi 
les lignes tracées par les mesures géodésiques ont la propriété d'être 
les plus courtes que l'on puisse mener sur la surface du sphéroïde, 
entre deux de leurs points quelconques; et, par ce qu'on a vu dans le 
n^ 9 du premier Livre, elles seraient décrites par un mobile mû uni- 
formément dans cette surface. 

Soient a;, j, z les coordonnées rectangles d'un point quelconque de 
la courbe; x -i- ctr, y -\- dy, z -:- dz seront les coordonnées d'un point 
infiniment voisin. Nommons ds l'élément de la courbe, et supposons 
cet élément prolongé d'une quantité égale à ds\ x -^ tidx^ y -{- ndy^ 
z -H ndz seront les coordonnées de l'extrémité de ce prolongement. 
En le pliant suivant une verticale, les coordonnées de cette extrémité 
deviendront x h- ^dx h- d^x^ y -h :idy + rf^j, z 4- ndz -h d^z\ ainsi 
— d^x, — d^y, - d^z seront les coordonnées de la verticale, prises 
en partant de son pied ; on aura donc, par la nature de la verticale et 
en supposant que u-- o soit l'équation de la surface de la Terre, 

du j^ du ,„ du j^ du ,„ 

o "-- -— d^r- -2- d^Xj o - --- d^z - -r- d^x, 
dx "^ dj ôx dz 
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équations qui sont différentes de celles du méridien terrestre. Dans ces 
équations» ds doit être supposé constant; car il est clair que le prolon- 
gement de ds rencontre le pied de la verticale suivant laquelle on le 
plie, à un infiniment petit près du quatrième ordre. 

Voyons quelles lumières peuvent donner sur la figure de la Terre les 
mesures géodésiques faites, soit dans le sens des méridiens, soit dans 
le sens perpendiculaire aux méridiens. On peut toujours concevoir un 
ellipsoïde, tangent à chaque point de la surface terrestre, et sur lequel 
les mesures géodésiques, les longitudes et les latitudes à partir du 
point de contingence, dans une petite étendue, seraient les mêmes 
qu'à cette surface. Si la surface entière était celle d'un ellipsoïde, l'el- 
lipsoïde tangent serait partout le même; mais si, comme on a lieu de 
le croire, la figure des méridiens n'est pas elliptique, alors l'ellipsoïde 
tangent varie d'un pays à l'autre, et ne peut être déterminé que par 
des mesures géodésiques faites dans des sens différents. Il serait très- 
intéressant de connaître ainsi les ellipsoïdes osculateurs d'un grand 
nombre de lieux sur la Terre. 

Soit u = x^ -\-y^ '\' z^ — i — :i%u' =o l'équation de la surface du 
sphéroïde, que nous supposerons différer très-peu d'une sphère dont 
le rayon est l'unité, en sorte que a est un très-petit coefficient dont nous 
négligerons le carré, m' peut toujours être considéré comme fonction 
des deux seules variables x tiy; car, en le supposant fonction de x, 

y^ z, on peut en éliminer z au moyen de l'équation z = \li^ x^ -—y^ . 
Gela posé, les trois équations trouvées ci -dessus, relativement à la 
ligne la plus courte sur la surface de la Terre, deviennent 

xd^y — jrd^xz=za-T— d^y—a-r— d^x, 

(0) { xd^z-'Zd^x-zoc^d^z, 

ôx 

yd^z — zd^y=:a-T- d^z. 

Nous désignerons cette ligne sous le nom de ligne géodésique. 
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Nommons r le rayon mené du centre de la Terre à sa surface; 
6 Tangle que ce rayon fait avec Taxe de rotation, que nous suppose- 
rons être celui des z, et 9 Tangle que le plan formé par cet axe et par r 
fait avec le plan des x et des j; on aura 

x = rsinOcos9, j^^rsinôsinç, z = rcos6, 

d'où l'on tire 

— r'dO = {xdz — 5cfcr) cos?-+- (jrfs — zdx)sln^, 
rffï = cir» -h dx* -h dz^ = dr^ -t- r>rfS> -+- r^df^^ sin»ô. 

En considérant ensuite u comme fonction de x et de y^ et désignant 
par Y Id latitude , on peut supposer dans cette fonction r = i et 
^ = loo® — 6. ce qui donne 



X = cosvj* COS9, y = cosvj* sin9. 



On aura ainsi 



mais on a 



du' , du , du', du' . 
-dx^^-^^^r^-d^^^^^-d^^"^' 



Y 

x2 — ^a — cos'vj/, — = tango» 



d'où Ton tire 

j, xdr--rdr , xdy^ — ydx _ 

d'I — : — ?--^=^'-» «^ = — "^^ — T^ cos*©. 

sinvlicos-^' x^ 

En substituant ces valeurs de él et de do dans l'équation différentielle 

précédente en u\ et comparant séparément les coefficients de cLr et de 

rfv* on aura 

dic ces 3 du sino i^u' 

ox ~ sini O'if cosi# (>Q 

*)ii' sino ')ii ces 9 du' 
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ce qui donne 

du' du' 

~d^r- ^- d^x^ - -T-n-— , ixd^r-rd^a:) ^ [xd^x^-rd^x)f 

dx ^ ày sinij'cos^l;^ '' '' ' cos»i|i/ *^ -^ ' 

or, en négligeant les quantités de l'ordre a, on a xd^y —yd^x --^ o; 
de plus, les deux équations 

xd^z — zd^x =:o, rd^z — zd^x= o 

donnent 

za*z ^= r J 

x^-hy^ 

et Téquation x^ -^-y^ -i- z^ — i donne 

xd^x -jrd^x -;- zd^z -h ds^ — o; 

en substituant au lieu de zd^z sa valeur précédente, on aura 

xd^x-hyd^y^ — (x^ -i- y^) ds^ = — ds^ cos^^; 

partant, 

du' j„ du' j^ ()ii' , ^ 

ri— d^r — 3— <^^^ = -3— ^*^- 
djr "^ dy dç 

La première des équations (0) donnera ainsi, en l'intégrant, 

(p) r^d(f sïn^O — cds -h ads j ds -r—j 

c étant une constante arbitraire, 
La seconde des équations (0) donne 

d(xdz — zdx) :^ a-r — d^z; 

mais il est facile de voir, par ce qui précède, que l'on a 

d^z = — ds^ sin^; 



on a donc 

d[xdz — zdx) = — ads^-T— 

on a pareillement 



d{ydz'- zdy)-- — arf*^-^ sin^j;; 

Œuvres de L. — l. l6 



132 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

on aura donc 



(?) 



— aoi cos(p I ds\—r COS9 4- --p- siiKp tang4/| 
. . r. /^«' . du' ^ A 



Considérons d'abord le cas dans lequel le premier côté de la ligne 
géodésique est parallèle au plan correspondant du méridien céleste. 
Dans ce cas, dtsf est de Tordre x, ainsi que dr; on a donc, en négligeant 
les quantités de l'ordre a^, ds= — rd^^ l'arc s étant supposé croître 
de l'équateur aux pôles. ^ exprimant la latitude, il est facile de voir 

dr . ' 

que l'on a 6 = loo** "" ^ ~ 5d7' ^^ ^^* donne 

dQ = - d^ - ad^^-^; 



on a donc 



rf, = rf^(,+ ai£'+a^^ 



Ainsi, en nommant e la différence en latitude des deux points extrêmes 
de l'arc 5, on aura 

d^u!. 



5 rn^ e H- ae M. 



d^ 






u étant ici la valeur de u' à l'origine de s. 

Lorsque la Terre est un solide de révolution, la ligne géodésique est 
toujours dans le plan d'un même méridien; elle s'en écarte si les pa- 
rallèles ne sont pas des cercles; l'observation de cet écart peut donc 
nous éclairer sur ce point important de la théorie de la Terre. Repre- 
nons l'équation (/?), et observons que, dans le cas présent, df et la 
constante c de cette équation sont de l'ordre a, et que l'on peut y sup- 
poser r= I, ds -- rf']/, et B — 100*^— ^; on aura ainsi 

d<^ cos* v|; = crfil» + arfvp / d^ -y- • 
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Maintenant, si l'on nomme Y Tangle que fait le plan du méridien cé- 
leste avec celui des x et des z, d'où Ton compte l'origine de l'angle (p, 
on aura 

rfj:'langV= dy' y 

^% y\ ^' étant les coordonnées de ce méridien, dont on a vu dans le 
numéro précédent que l'équation différentielle est 

En la comparant à la précédente, on voit que a et 6 sont infinis, et tels 
que — g = tangV; l'équation (a) du numéro précédent donne ensuite 



d'où l'on tire 



du ^ _. du 



du' ^, du' 
o r= xlangV — j^ — a^ langV -4- a -^. 



On peut supposer \ = <f dans les termes multipliés par a; de plus, 
— = tangç; on a donc 

du' 
cosd;cos9(tang9 --langV) = p-^ — y 

^ T\ DT p / COSijiCOSÇ 

ce qui donne 

du' 



cos*<j^ 



Le premier côté de la ligne géodésique étant supposé parallèle au plan 
du méridien céleste, les différentielles de l'angle Y et de la distance 
(9— y)cos^ de l'origine de la courbe au plan du méridien céleste 
doivent être nulles à cette origine ; on a donc à ce point 

du' 

do «dT^"8* 

16. 
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et par conséquent l'équation {p) donne 

u et ^]/, se rapportant à l'origine de l'arc s. 

A l'extrémité de l'arc mesuré, le côté de la courbe fait avec le plan 
du méridien céleste correspondant un angle à trës-peu près égal à la 
différentielle de (<p — V)cos<{; divisée par rf^, V étant supposé constant 
dans la différentiation; en désignant donc cet angle par u, on aura 

Si l'on substitue pour ^ sa valeur tirée de l'équation {p), et pour 
(p — V sa valeur précédente, on aura 



GJ 



- _?_/'^' 



a (du\^ , du' , r.. du'\ 



l'intégrale étant prise depuis l'origine de l'arc mesuré jusqu'à son ex- 
trémité. Nommons e la différence en latitude de ses deux points ex- 
trêmes, E étant supposé assez petit pour que l'on puisse négliger son 

carré; on aura 

aetangvp / du' ^^ . . àHi' \ 

les valeurs de ^J;, -r— et . . , devant se rapporter ici, pour plus d'exac- 
titude, au milieu de l'arc mesuré. L'angle zs doit être supposé positif 
lorsqu'il s'écarte du méridien dans le sens des accroissements de 9. 

Pour avoir la différence en longitude des deux méridiens correspon- 
dants aux extrémités de l'arc, nous observerons que, u , V,, 4, et ç, 
étant les valeurs de u\ V, ^ et ç à la première extrémité, on a 

âu[ du 

ot - - oc — 

« . V ■- --*'?-, »-V-- -^: 

^' ' COS»l|/, ^ COS»<]/' 
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mais on a à fort peu près, en négligeant le carré de s, 

ce àii. , 

on aura donc 

d'où résulte cette équation fort simple 

(V-V,)sin^, :--«,; 

ainsi Ton peut, par l'observation seule et indépendamment de la con- 
naissance de la figure de la Terre, déterminer la différence en longitude 
des méridiens correspondants aux extrémités de l'arc mesuré; et, si la 
valeur de l'angle xs est telle que l'on ne puisse pas l'attribuer aux er- 
reurs des observations, on sera sûr que la Terre n'est pas un sphéroïde 
de révolution. 

Considérons maintenant le cas où le premier côté de la ligne géodé- 
sique est perpendiculaire au plan correspondant du méridien céleste. 
Si l'on prend ce plan pour celui des x et des z, le cosinus de l'angle 

formé par ce côté sur ce plan sera ~ — ^ ; ainsi, ce cosinus étant nul 

à l'origine, on a ctr = o, rfz = o, ce qui donne 

(/.rsin9cos9 = o, rf.rcosô = o, 

et par conséquent 

rdd — r(/(psindcosdtang(p; 

mais on a, aux quantités près de l'ordre a*, ds = rdffsin^; on aura 

donc à l'origine 

dO _ tang(pcosd 
ds ~~ r 

La constante c" de l'équation {q) est égale à la valeur de xdz — zdx 
à l'origine; elle est donc nulle, et l'équation {q) donne à l'origine 

de c' . 

: - sm<p; 
ds r« ^ 
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on ;) dono, en observant que 9 est ici de Tordre a, et qu'ainsi, en négli* 
jçtNint les quantités de Tordre a*, on a sinç = tangcp, 

c' — r,C0S©,, 

les quantités r et 6 étant relatives à l'origine; partant, si Ton eonsi- 
d^re qu*à cette origine l'angle 9 est ce que nous avons nommé précé- 

denunent 9, -- \\ et dont nous avons trouvé la valeur égale à — ^~-» 
on auni à ce point 

dB, _ du, sin^. 



ds ~ c)9 cos*'^^ 



l/tH) nation [q) donne ensuite 



rf*5, COSS, rfp, Ô9lf, 



-a '• 



ds^ * r, ds <H ' 

mais on a 

%h r,siuir, ' &^ 

\\\\ aum douo 

,i,t* ,1 *««, uni:: ~«^uii|r»4,. 

l\H}UHlion ,/»' donms on obwr\^nt qu'à Torigine 

,f« *-. siu? c\>s: > ^^^ 



IH^IK^M^ 



d\n^ l\m liri^ 



r stnr » 



,^* •^<iH* '^sin*.* cotj^i 



%^l jv^^^ v^>l^vS|UeiU 
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L'équation 

== ioo° — d; — a-TT- 

donne, en ne conservant parmi les termes de Tordre s^ que ceux qui 
sont indépendants de ol, 

, , de, , ^d^Q, as d^u\ 



ds ^ ds^ cos^j^, dcpdvj^' 
partant, 

La différence des latitudes aux deux extrémités de l'arc mesuré fera 
donc connaître la fonction 

il est remarquable que, pour le même arc mesuré dans le sens du 

méridien, cette fonction est, par ce qui précède, égale à - — r-; elle 

pourra ainsi être déterminée de ces deux manières, et l'on pourra juger 
si les valeurs trouvées soit de la diiférenee des latitudes, soit de l'angle 
azimutal ts sont dues aux erreurs des observations ou à l'excentricité 
des parallèles terrestres. 
On a, en ne conservant que la première puissance de #, 

d9, s f , du\ ^ , \ 

<p — (p^ n'est pas la différence en longitude des deux extrémités de 
l'arc s\ cette différence est égale à V — V,; or on a, par ce qui précède, 

du' 

<p-V- ''^^- 



cos^il' 
ce qui donne 



as -T — ~ as 
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partant, 

/ ^^; 



Pour plus d'exactitude, il faut ajouter à cette valeur de V — V, le terme 
dépendant de s^ et indépendant de a, que Ton obtient dans Thypothëse 

de la Terre sphérique; ce terme est égal à — ^s^ ~~iî ^^^^^ ^*^^ ^ 

^-^'=^^,V"""'"^"^' ''"^*'~ ^ -i5Mang^4.,y. 

Il nous reste à déterminer l'angle azimutal à l'extrémité de l'arc s. 
Pour cela, nommons a/ et y les coordonnées x et y, rapportées au 
méridien de la dernière extrémité de l'arc s\ il est facile de voir que le 

cosinus de l'angle azimutal est égal à j^ ^ * Si l'on rapporte les 

coordonnées a? et y au plan du méridien correspondant à la première 
extrémité de l'arc, son premier côté étant supposé perpendiculaire au 
plan de ce méridien, on aura 



dx. 



dz, dy. 



ds ~ ' ds ~ ' ds 
partant, en ne conservant que la première puissance de s^ 



dx _ d^x, dz __ d^z, 
di^^lï^' di~^'ds^'' 



or on a 

x'=arcos(V-V,)-+-7sin(V-.V,); 

ainsi, V- V, étant, par ce qui précède, de l'ordre a, on aura 

dx' _ d^x, dy, 

w-'-d^-^^^-^'^n' 

Maintenant on a 

jr— rsindcosf, z =zrcos6; 

on aura donc, en négligeant les quantités de l'ordre a', et observant 
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arbitraires a» e et u de cette équation se réduisent donc à deux seules 
arbitraires distinctes» et, comme l'équation différentielle entre r et 9 
n'est que du second ordre » Téquation finie aux sections coniques en 
est l'intégrale complète. 

Il suit de là que, si la courbe décrite est une section conique, la force 
est en raison inverse du carré des distances; et réciproquement que, 
si la force suit la raison inverse du carré des distances, la courbe dé- 
crite est une section conique. 

3. L'intensité de la force 9, relativement à chaque planète et à chaque 
comète, dépend du coefficient . __ .^ ; le? lois de Kepler donnent en- 
core le moyen de le déterminer. Ep effet, si l'on nomme T le temps de 
la révolution d'une planète, l'aire que son rayon vecteur décrit pen- 
dant ce temps étant la surface même de l'ellipse planétaire, elle sera 

i:a*\/i — e*, w étant le rapport de la demi -circonférence au rayon; 
mais l'aire décrite pendant l'instant dt est, par ce qui précède, jcdt; 
la loi de la proportionnalité des aires aux temps donnera donc la pro- 
portion 

^cdt : 7ra« iji — e^ ::dt:T, 

d'où l'on tire 

Cz=z ^T • 

T 

Relativement aux planètes, la loi de Kepler, suivant laquelle les carrés 
des temps de leurs révolutions sont comme les cubes des grands axes 
de leurs ellipses, donne T' = it'aS k étant le même pour toutes les 
planètes; on a donc . , 

2a[i — é^) est le paramètre de l'orbite, et dans diverses orbites les va- 
leurs de c sont comme les aires tracées par les rayons vecteurs en temps 
égal ; ces aires sont donc comme les racines carrées des paramètres des 
orbites. 

OEitvret de L. — h 17 
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Cette proportion a également lieu relativement aux orbites des co* 
mëtes, comparées soit entre elles, soit aux orbites des planètes; c'est 
un des points fondamentaux de leur théorie, qui satisfait si exactement 
à tous leurs mouvements observés. Les grands axes de leurs orbites et 
les temps de leurs révolutions étant inconnus» on calcule le mouve- 
ment de ces astres dans un orbe parabolique, et, en exprimant par D 

leur distance périhélie, on suppose c = ^^^.^ > ce qui revient à faire 

e égal à Tunité et a infini, dans l'expression précédente de c; on a 
donc encore, relativement aux comètes, T' m^'a', en sorte que Ton 
peut déterminer les grands axes de leurs orbites, lorsque leurs révo- 
lutions sont connues. 
Maintenant, l'expression de c donne 

a(i — e») A-a ' 

on a donc 

47r» .1 



9--- 



k'^ r* 



Le coefficient ^ étant le même pour toutes les planètes et les comètes, 

il en résulte que, pour chacun de ces corps, la force 9 est réciproque 
au carré des distances au centre du Soleil, et qu'elle ne varie d'un 
corps à l'autre qu'à raison de ces distances; d'où il suit qu'elle est la 
même pour tous ces corps supposés à égale distance du Soleil. 

Nous voilà donc conduits par les belles lois de Kepler à regarder le 
centre du Soleil comme le foyer d'une force attractive qui s'étend à 
rinfini dans tous les sens, en décroissant en raison du carré des di- 
stances. La loi de la proportionnalité des aires décrites par les rayons 
vecteurs aux temps employés à les décrire nous montre que la force 
principale qui sollicite les planètes et les comètes est constamment 
dirigée vers le centre du Soleil ; l'ellipticité des orbes planétaires et les 
mouvements à très-peu près paraboliques des comètes prouvent que, 
pour chaque planète et pour chaque comète, cette force est réciproque 
au carré de la distance de ces astres au Soleil; enfin, de la loi de h 
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proportionnalité des carrés des temps des révolutions aux cubes des 
grands axes des orbites» ou de celle de la proportionnali^té des aires 
décrites en temps égal par les rayons vecteurs, dans différentes orbites, 
aux racines carrées des paramètres de ces orbites, loi qui renferme la 
précédente et qui s'étend aux comètes, il vésulte que cette force est là 
même pour toutes les planètes et les comètes placées à égales distances 
du Soleil , en sorte que, dans ce cas, ces corps se précipiteraient vers 
lui avec la même vitesse. 

4. Si des planètes nous passons aux satellites, nous trouvons que, les 
lois de Kepler étant à peu près observées dans leurs mouvements autour 
de leurs planètes, ils doivent graviter vers les centres de ces planètes, 
en raison inverse du carré de leurs distances à ces centres ; ils doivent 
pareillement graviter à peu près comme leurs planètes vers le Soleil, 
afin que leur mouvement relatif autour des planètes soit le même à peu 
près que si ces planètes étaient immobiles. Les satellites sont donc sol- 
licités, vers les planètes et vers le Soleil, par des forces réciproques au 
carré des distances. L'ellipticité des orbites des trois premiers satellites 
de Jupiter est peu considérable; mais l'ellipticité du quatrième est très- 
sensible. Le grand éloignement de Saturne a jusqu'ici empêché de re- 
connaître l'ellipticité des orbes de ses satellites, à l'exception du sixième, 
dont l'orbe parait sensiblement elliptique. Mais la loi de la gravitation 
des satellites de Jupiter, de Saturne et d'Uranus se fait principalement 
sentir dans le rapport de leurs moyens mouvements à leurs moyennes 
distances au centre de ces planètes. Ce rapport consiste en ce que, pour 
chaque système de satellites, les carrés des temps de leurs révolutions 
sont comme les cubes de leurs moyennes distances au centre de la pla- 
nète. Concevons donc qu'un satellite décrive une orbite circulaire d'un 
rayon égal à sa moyenne distance au centre de la planète principale ; 
soit a cette distance, T le nombre de secondes que renferme la durée 
de sa révolution sidérale; 77 exprimant le rapport de la demi-circonfé- 
rence au rayon, -^ sera le petit arc que décrit le satellite pendant une 
seconde. S'il cessait d'être retenu dans son orbite par la force attractive 
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de la planète» il s'éloignerait de son centre par la tangente» d*ane 

quantité égale au sinus verse de Tare ^^9 c'est-à-dire de la quantité 

-^2'] cette force attractive le fait donc descendre de cette quantité vers 

la planète. Relativement a un autre satellite dont a' est la moyenne di- 
stance au centre de la planète et T' la durée de sa révolution, réduite en 

secondes» la chute dans une seconde serait ',.^ ; or» si Ton nomme ç 

et <f' les forces attractives de la planète aux distances a et a » il est clair 
qu'elles sont comme les quantités dont elles font descendre les deux 
satellites pendant une seconde ; on a donc 

La loi des carrés des temps des révolutions» proportionnels aux cubes 
des moyennes distances des satellites au centre de leur planète» donne 

de ces deux proportions il est facile de conclure 



7. ' ' 



ainsi» les forces 9 et 9' sont réciproques aux carrés des distances a et a\ 

5. La Terre n'ayant qu'un satellite» Fellipticité de l'orbe lunaire est 
le seul phénomène céleste qui puisse nous faire connaître la loi de sa 
force attractive ; mais le mouvement elliptique de la Lune est très-sen- 
siblement troublé par les forces perturbatrices» et cela peut laisser quel- 
ques doutes sur la loi de la diminution de la force attractive de la Terre, 
en raison du carré des distances à son centre. A la vérité» l'analogie 
qui existe entre cette force et les forces attractives du Soleil» de Jupiter, 
de Saturne et d'Uranus nous porte à croire qu'elle suit la même loi de 
diminution ; mais les expériences terrestres sur la pesanteur offrent un 
moyen direct de constater cette loi. 

Pour cela» nous allons déterminer la parallaxe lunaire» d'après les 
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expériences sur la longueur du pendule à secondes, et la comparer aux 
observations célestes. Sur le parallèle dont le carré du sinus de la lati- 
tude est j, l'espace que la pesanteur fait décrire dans une seconde est» 
d'après les observations de la longueur du pendule, égal à 3", 65548, 
comme on le verra dans le troisième Livre : nous choisissons ce parallèle, 
parce que l'attraction de la Terre sur les points correspondants de sa 
surface est k très-peu près, comme à la distance de la Lune, égale à la 
masse de la Terre , divisée par le carré de sa distance à son centre de 
gravité. Sur ce parallèle, la pesanteur est plus petite que l'attraction 
de la Terre, des deux tiers de la force centrifuge due au mouvement 
de rotation à l'équateur; cette force est ^ de la pesanteur; il faut donc 
augmenter l'espace précédent de sa 4^^^ partie, pour avoir l'espace 
entier dû à l'action de la Terre, qui, sur ce parallèle, est égale à sa 
masse divisée par le carré du rayon terrestre : on aura ainsi 3^,66394 
pour cet espace. A la distance de la Lune, il doit être diminué dans le 
rapport du carré du rayon du sphéroïde terrestre au carré de la di- 
stance de cet astre, et il est visible qu'il suffit pour cela de le multiplier 
par le carré du sinus de la parallaxe lunaire ; en désignant donc par x 
ce sinus sous le parallèle que nous considérons, on aura x^ . 3"", 66394 
pour la hauteur dont la Lune doit tomber dans une seconde, par l'at- 
traction de la Terre. Mais nous verrons, dans la théorie de la Lune, que 
l'action du Soleil diminue sa pesanteur vers la Terre, d'une quantité 
dont la partie constante est jj^ de cette pesanteur; de plus, la Lune» 
dans son mouvement relatif autour de la Terre, est sollicitée par une 
force égale à la somme des masses de la Terre et de la Lune, divisée 
par le carré de leur distance mutuelle ; il faut donc diminuer l'espace 
précédent de ^, et l'augmenter dans le rapport de la somme des 
masses de la Terre et de la Lune à la masse de la Terre; or on verra, 
dans le quatrième Livre, que les phénomènes du flux et du reflux de la 

mer donnent la masse de la Lune égale à xg— de celle de la Terre ; on a 

donc ^ • — -^ • x^ . 3", 66394, pour l'espace dont la Lune descend vers 
la Terre, dans l'intervalle d'une seconde. 



iU MÉCANIQUE CÉLESTE. 

Maintenant, si l'on nomme a le rayon moyen de l'orbe lunaire, et 
T la durée de la révolution sidérale de la Lune, exprimée en secondes, 

-^- sera, comme on Ta vu, le sinus verse de Tare qu*elle décrit pen- 
dant une seconde, et il exprime la quantité dont la Lune descend yer9 
la Terre, dans cet intervalle. La valeur de a est égale au rayon terrestre 
sous le parallèle que nous considérons, divisé par le sinus de a?; ce 
rayon est égal à 63695i4 mètres; on a donc 

6369514» 

•A/ 

Mais, pour avoir une valeur de a indépendante des inégalités du mou- 
vement de la Lunei il faut prendre, pour sa parallaxe moyenne dont 
le sinus est x, la partie de cette parallaxe qui est indépendante de ces 
inégalités, et que Ton nomme pour cela constante de la pamUaxe. 
Ainsi, en prenant pour 7; le rapport de 355 à ii3, et en observant 
que T = 3733166", l'espace moyen dont la Lune descend vers la Terre 
sera 

?..(355)V63695ï4" 

(113)=*. ^.(2732166)2* 

En égalant les deux expressions que nous venons de trouver pour cet 
espace, on aura 

,_ 2. (355)^. 358. (58,7). 6369514 

^ ~~ (113)2.357.(59,7). (3,66394). (2732166)=»' 

d'où l'on tire io53G'',3 pour la constante de la parallaxe lunaire sous 
le parallèle dont il s'agit. Cette valeur est très-peu différente de la con- 
stante 10540,7, que Triesnecker a conclue par la comparaison d*un 
grand nombre d'obsei^ations d'éclipsés et d'occultations d'étoiles par 
la Lune; il est donc certain que la force principale qui retient la Lune 
dans son orbite est la gravité terrestre, affaiblie en raison du carré de 
la distance; ainsi, la loi de diminution de la pesanteur, qui, pour les 
planètes accompagnées de plusieurs satellites, est prouvée par la com- 
paraison des temps de leurs révolutions et de leurs distances, est dé- 
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montrée, pour la Lune, par la comparaison de son mouvement avec 
celui des projectiles à la surface de la Terre* Il en résulte que c'est au 
centre de gravité des corps célestes que l'on doit fixer l'origine des 
distances, dans le calcul de leurs forces attractives sur les corps placés 
à leur surface ou au delà, puisque cela est prouvé pour la Terre, dont 
la force attractive est, comme on vient de le voir, de la même nature 
que celle de tous les corps célestes. 

6. Le Soleil et les planètes quiiont des satellites sont, par conséquent, 
doués d'une force attractive qui, en décroissant à l'infini, réciproque- 
ment au carré des distances, embrasse dans sa sphère d'activité tous les 
corps. L'analogie nous porte à penser qu'une pareille force réside géné- 
ralement dans toutes les planètes et dans les comètes; mais on peut 
s'en assurer directement de cette manière. C'est une loi constante de la 
nature, qu'un corps ne peut agir sur un autre sans en éprouver une 
réaction égale et contraire; ainsi, les planètes et les comètes étant atti- 
rées vers le Soleil, elles doivent attirer cet astre suivant la même loi. 
Les satellites attirent, par la même raison, leurs planètes; cette pro- 
priété attractive est donc commune aux planètes, aux comètes et aux 
satellites, et par conséquent on peut regarder la gravitation des corps 
célestes les uns vers les autres comme une propriété générale de cet 
univers. 

Nous venons de voir qu'elle suit la raison inverse du carré des di- 
stances; k la vérité, cette raison est donnée par les lois du mouvement 
elliptique, auxquelles les mouvements célestes ne sont pas rigoureu- 
sement assujettis; mais on doit considérer que, les lois les plus simples 
devant toujours être préférées, jusqu'à ce que les observations nous 
forcent de les abandonner, il est naturel de supposer d'abord que la 
loi de la gravitation est réciproque à une puissance de la distance, et 
l'on trouve, par le calcul, que la plus légère différence entre cette puis- 
sance et le carré deviendrait extrêmement sensible dans la position des 
périhélies des orbes planétaires, dans lesquels l'observation n'a fait 
apercevoir que des mouvements presque insensibles dont nous déve- 
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lopperons la cause. En général, on verra, dans le cours de cet Ouvrage, 
que la loi de la gravitation réciproque au carré des dislances représente 
avec une extrême précision toutes les inégalités observées des mouve- 
ments célestes : cet accord, joint à la simplicité de cette loi, nous auto- 
rise à penser qu'elle est rigoureusement ceile de la nature. 

La gravitation est proportionnelle aux masses; car il résulte du n" 3 
que, les planètes et les comètes étant supposées à la même distance du 
Soleil et abandonnées h leur gravité vers cet astre, elles tomberaient 
en temps égal d'une égale hauteur; en sorte que leur pesanteur serait 
proportionnelle à leur masse. Les mouvements presque circulaires des 
satellites autour de leurs planètes nous prouvent qu'ils pèsent, comme 
ces planètes, vers le Soleil, en raison de leurs masses; la plus légère 
différence à cet égard serait sensible dans le mouvement des satellites, 
et les observations n'ont fait découvrir aucune inégalité dépendante de 
cette cause. On voit donc que !es comètes, les planètes et leurs satel- 
lites, placés à la même distance du Soleil, pèseraient vers cet astre, en 
raison "de leurs masses; d'où il suit, en vertu de l'égalité de l'action à 
la réaction, qu'ils attireraient dans la même raison le Soleil, et qu'ainsi 
leur action sur cet astre est proportionnelle à leurs masses divisées par 
le carré de leurs distances à son centre. 

La même loi s'observe sur la Terre; on s'est assuré par des expé- 
riences très-précises, faites au moyen du pendule, que sans la résis- 
tance de l'air tous les corps se précipiteraient vers son centre avec une 
égale vitesse: les corps terrestres pèsent donc sur la Terre, en raison 
de leurs masses, ainsi que les planètes pèsent vers le Soleil et les satel- 
lites vers leurs planètes. Cette conTormité de la nature avec elle-même, 
sur la Terre et dans l'immensité des deux, nous montre de la manière 
la plus frappante que la pesanteur observée ici-bas n'est qu'un ras 
particulier d'une loi générale répandue dans l'univers. 

La propriété attractive des corps célestes ne leur appartient pas seu- 
lement en niasse; mais elle est propre à chacune de leurs molécules. 
Si le Soleil n'agissait que sur le centre de la Terre, sans attirer parti- 
culièrement chacune do ses parties, il en résuiteruil, dans l'océan, îles 
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oscillfttions incomparablement plus grandes et très-différentes de celles 
que Ton y observe; la pesanteur de la Terre vers le Soleil est donc le 
résultat des pesanteurs de toutes ses molécules » qui par conséquent 
attirent le Soleil en raison de leurs masses respectives. D'ailleurs, 
chaque corps sur la Terre pèse vers son centre, proportionnellement 
à sa masse; il réagit donc sur elle, et l'attire suivant le même rapport. 
Si cela n'était pas, et si une partie quelconque de la Terre, quelque 
petite qu'on la suppose, n'attirait pas l'autre partie comme elle en est 
attirée, le centre de gravité de la Terre serait mû dans l'espace en vertu 
de la pesanteur, ce qui est impossible. 

Les phénomènes célestes, comparés aux lois du mouvement, nous 
conduisent donc à ce grand principe de la' nature, savoir, que toutes les 
molécules de la matière s'attirent mutuellement en raison des masses, 
et réciproquement au carré des distances. Déjà l'on entrevoit dans cette 
gravitation universelle la cause des perturbations que les corps célestes 
éprouvent; car, les planètes et les comètes étant soumises à leur action 
réciproque, elles doivent s'écarter un peu des lois du mouvement ellip- 
tique, qu'elles suivraient exactement, si elles n'obéissaient qu'à l'ac- 
tion du Soleil. Les satellites, troublés dans leurs mouvements autour 
de leurs planètes par leur attraction mutuelle et par celle du Soleil, 
s'écartent pareillement de ces lois. On voit encore que les molécules 
de chaque corps céleste, réunies par leur attraction, doivent former 
une masse à peu près sphérique, et que la résultante de leur action à la 
surface du corps doit y produire tous les phénomènes de la pesanteur. 
On voit pareillement que le mouvement de rotation des corps célestes 
doit altérer un peu la sphéricité de leur figure, et l'aplatir aux pôles, 
et qu'alors, la résultante de leurs actions mutuelles ne passant point 
exactement par leurs centres de gravité, elle doit produire dans leurs 
axes de rotation des mouvements semblables à ceux que l'observation 
y fait apercevoir. Enfin, on entrevoit que les molécules de l'océan, iné- 
galement attirées par le Soleil et la Lune, doivent avoir un mouvement 
d'oscillation pareil au flux et au reflux de la mer. Mais le développe- 
ment de ces divers effets de la pesanteur universelle exige une pro- 

OE livres de l. — \. l8 
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fonde analyse* Pour les embrasser avec la plus grande généralité, nous 
allons donner les équations différentielles du mouvement d'un système 
de corps soumis k leur attraction mutuelle, et rechercher les intégrales 
rigoureuses que l'on peut en obtenir. Nous profiterons ensuite des fa- 
cilités que les rapports des masses et des distances des corps célestes 
nous présentent, pour avoir des intégrales de plus en plus approchées, 
et pour déterminer ainsi les phénomènes célestes avec toute Texacti- 
tude que les observations comportent. 
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CHAPITRÉ II. 



DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT D UN SYSTÈME DE CORPS 

• r 

SOUMIS A LEUR ATTRACTION MUTUELLE. 



7. Soient m, m\ m", . . . les masses des différents corps du système, 
considérés comme autant de points; soient â?, y, z les coordonnées rec- 
tangles du corps m; x\ y\ z' celles du corps m', et ainsi du reste. La 
distance de m' à m étant 



- r . .^ . •• I ■ 



son action sur m sera, par la loi de la pesanteur universelle, égale à 



m' 



Si Ton décompose cette action parallèlement aux axes des x^ des y et 
des z, la force parallèle à l'axe des x et dirigée en sens contraire de 
leur origine sera 

m' ix' — x] 

OU 

. mm' 



L ^{^' — ^)^ -^ ir' — r)^ -^ { ^' — ^)^ 

m dx 



On aura pareillement 



. mm" 



m dx 

i8 
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pour Faction de m" sur m, décomposée parallèlement à Taxe des x^ et 
ainsi du reste. Soit donc 



^ ïïiw! 



si[x' - xY -h [x'-rY -^ [^' - -2)' 



mm" 



vK'- ^)^ -:- ;r"-r)' -^ (2"- ^)' 



m'm" 



\ étant ainsi la somme des produits deux à deux des masses m, m\ 

m\ . . . , divisés par leurs distances respectives ; — j- exprimera la 

somme des actions des corps m\ m" ,,,. sur m, décomposées parallèle- 
ment à Taxe des œ^ en sens contraire de l'origine des coordonnées. En 
désignant donc par dt l'élément du temps, supposé constant» on aura, 
par les principes de Dynamique exposés dans le Livre précédent. 



On aura pareillement 



o -:■ 




dx 


O :- 


dt- 




O - - 


d^z 
""dt^ - 


dl 
~ôz' 



Si Ton considère de la même manière l'action des corps m, m", . . . 

sur m'; celle des corps m, m\ . . . sur m", et ainsi du reste, on aura les 
équations 

,d^x' ôl ,d^r' dl ,d^z' âl 

rf/» Ox' dt^ dy' dt^ dz' 

„d^x^ d\ ^d^r" dl ^d^z" dl 

dt^ dx" dt^ dy" dt^ dz" 



La détermination des mouvements de m, m\ ni , . . . dépend de l'inté- 
gration de ces équations différentielles; mais il n'a été possible jus- 
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qu'ici de les intégrer complètement que dans le seul cas où le système 
n'est composé que de deux corps. Dans les autres cas, on n'a pu ob- 
tenir qu'un petit nombre d'intégrales rigoureuses, que nous allons 
développer. 

8. Pour cela, considérons d'abord les équations différentielles en x, 
x\ j?", . . , ; en. les ajoutant ensemble, et en observant que, par la na- 
ture de la fonction X , on a 

dl dl dl 



ôx ôx' doc" 

on aura 



On aura pareillement 






Soient X, Y, Z les trois coordonnées du centre de gravité du système ; 
on aura, par la propriété de ce centre, 

Y _ 2 rnx V — ^ '^^ y —^ ^^ 

Z m 2t tn 2é m 

on aura donc 

d^X d^Y d^Z 

""'-di^' ^^-"rfTT' ^^Â^' 

d'où l'on tire, en intégrant, 

\^-a-\-bt, Y-sza'-^b't, Z^^aM-*"/, 

a, 6, a\ b\ a", b" étant des constantes arbitraires. On voit par là que le 
mouvement du centre de gravité du système est rectiligne et uniforme, 
et qu'ainsi il n'est point altéré par l'action réciproque des corps du sys- 
tème; ce qui est conforme à ce que nous avons vu dans le Chapitre Y du 
premier Livre. 
Reprenons les équations différentielles du mouvement de ces corps. 



149 MÉCANIQUE CÉLESTE. , . 

Si Ton multiplie les équations différentielles en y%y\ y'\ . - • respecti- 
vement par 07, x\ x'\ . . . , et qu'on les ajoute aux équations différen- 
tielles en X, x\ x\ . . . , multipliées respectivement par —y, —y\ 
— y'\ . . ., on aura 

— X-z X 



• • 1 



Oy df ' 

mais la nature de la fonction \ donne 






ôx ' ^ dx' ' ^ dy dx' ' 

on aura donc» en intégrant l'équation précédente, 

-, xdr - rdx 

On trouvera semblablement 

, - xdz — zdx ,, - rdz~~zdr 

dt dt 

c, c\ c" étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales renferment 
le principe des aires, que nous avons exposé dans le Chapitre V du pre- 
mier Livre. 

Enfin, si Ton multiplie les équations différentielles en x, x\ x'\ . . . 
respectivement par ûtr, dx\ ûtr", ...; celles en j, j, . . . respective- 
ment par dy^ dy\ ... ; celles en z, z',. . . respectivement par rfz, dz 

et qu'on les ajoute ensemble, on aura 

« dxd^x H- drd^r - dzd^z ,. 



* A » 



et, en mtegrant. 



. „ dx^ \ dr^r dz^ . 
h = im -5 2)., 
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A étant une nouvelle arbitraire. Cette intégrale renferme le principe de 
la conservation des forces vives, exposé dans le Chapitre Y du premier 
Livre. 

Les Àeft intégrales précédentes sont les seules intégrales rigoureuses 
que Ton a pu obtenir jusqu'à, présent : dans le cas où le système n'est 
composé que de deux corps, elles réduisent la détermination de leurs 
mouvements à des équations différentielles du premier ordre, que Ton 
peut intégrer, comme on le verra dans la suite ; mais, lorsque le sys- 
tème est formé de trois ou d'un plus grand nombre de corps, il faut 
nécessairement recourir aux méthodes d'approximation. 

9. Comme on ne peut observer que des mouvements relatifs, on rap- 
porte les mouvements des planètes et des comètes au centre du Soleil, 
et les mouvements des satellites au centre de leurs planètes. Ainsi, 
pour comparer la théorie aux observations, il faut déterminer le mou- 
vement relatif d'un système de corps autour d'un corps considéré 
comme le centre de leurs mouvements. 

Soit M ce dernier corps, m, m\ m", . . . étant les autres corps dont on 
cherche le mouvement relatif autour de M; soient II, n et y les coordon- 
nées rectangles de M ; ^-4-07, n-î-j, Y4-Z celles dem; ^hx^TL-r-y, 
y -T- z' celles de m', etc.; il est visible que a:, y, z seront les coordonnées 
de m par rapport à M; que x\ y\ z' seront celles de m' par rapport au 
même corps, et ainsi du reste. Nommons r, r\. . . les distances de ni, 
m\ . , . au corps M, en sorte que 

et supposons 



H- 



^[x'- 


mm" 


-zY 


v".^"- 


m'm' 


-zY 



"^ ^{x"-x'Y'^ (r"— r')*-"- (*"-*')* 
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(^ela posé, l'action de m sur M, décomposée parallèlement à Taxe des x 

et en sens contraire de leur origine, sera -~\ celle de m sur M, décom- 



mx 



posée suivant la même direction, sera — ^-^ et ainsi du reste. On aura 
donc, pour déterminer ^, Téquation différentielle 



rf*2r ^ mx 

o 



on aura pareillement 



dt* 


* ^i ' 


d^JÏ 

dt^ 


-rn.r 

- 2 -y , 


d*y 


^ mz 


dn 



1/action de M sur m, décomposée parallèlement à Taxe des x, et diri- 

Mx 

géo en sens contniire de leur origine, sera — —^^ et la somme des 

actions dos corps m\ m\ . . . sur m, décomposées suivant la même 
dinH*tion, sera - -. - ^^n aura donc 

m ox 

d^ Z X Mx I à}. 

<//* r' m ox 

en sul>stituant au lieu de -.-J sa valeur i- i-- '^d aura 



o 



</-,r M,r ^ mx i (^}. 
1^/* r» *" r* m tir 



on aura jvaroilloment 



o 



o 









Si Ton cha«f^* suooos>i\omenî, d;;i)> K^ fXjuâiioijs i , a , 3 , les 
quauûtes iw, x, >, r dans ooIIos-ck ^ * x , > , ^ : m\ jr\ y\ s\ etc.. 
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et réciproquement» on aura les équations du mouvement des corps m'» 
m", . . . autour de M. 

Si l'on multiplie Téquation différentielle en ^ par M + 2m, celle 
en X par m, celle* en x' par m\ et ainsi du reste; en les ajoutant en- 
semble, et en observant que, par la nature de la fonction X, on a 

on aura 

d'où Ton tire, en intégrant, 

a et 6 étant deux constantes arbitraires. On aura pareillement 

a\ b\ a'\ b" étant des constantes arbitraires : on aura ainsi le mouve- 
ment absolu de M dans l'espace, lorsque les mouvements relatifs de m, 
m\. . . autour de lui seront connus. 

Si l'on multiplie l'équation différentielle en x par 

-' M-+-2m 

et l'équation différentielle en y par 



mx — m 



M4-2m' 



si l'on multiplie pareillement l'équation différentielle en x' par 



m Y -h m xï ^g — ' 



j ^t 
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et l'équation différentielle en y' par 



X — m xîT" — ^ — ' 



et ainsi du reste ; si l'on ajoute ensuite toutes ces équations, en obser- 
vant que la nature de la fonction X donne 

^ dX „ dX -, ^X -, dX 

o~2tx- Zr-T-') o=-i£-r-> on=i£-— > 

* oy '^ ax ox ' ôjr 

on aura 

xd'^r—rd^x imx -, d'^r 2wr .- d^x 

dt^ M-i-2/n dr^ M-t-lm dt* 

équation dont l'intégrale est 

-, xdr — rdx imx ^ rfr imy ^ dx 

const. ^Im — —zif^ ii » — ^^zrr -^ ii ^ — Im-j-j 

dt M -4- £m dt M -t- 2 m ai 

ou 

//^ ** V xdy' — rdx -, , ix' — x) idr'— dr) —{r'--r) idx'-~dx) 

^^' dt dt 

m 

c étant une constante arbitraire. On parviendra de la même manière 
aox deux intégrales suivantes : 

.c'\ , mj V xdz—zdx -, , ix' — x) idz'~dz) — iz'— z) Idx'— dx) 

at dt 

(6) c"- M2m^^^-^^ _,-2w(^-^-^ii^"-"^l-7i^ 
' d/ dt 

c\ c" étant deux nouvelles arbitraires. 

Si l'on multiplie l'équation différentielle en x par 

, imdx 

j.mdx — îm^i ^ — 9 

M H- 2t m 

l'équation différentielle en y par 

, imdy 

imdr — 2m ïî K^ — î 

'' M-f-lm 
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l'équation différentielle en z par 



, 2mdz 

2.mdz — im^^ 



M4-2m' 



si Ton multiplie pareillement l'équation différentielle en x' par 

, , , , imda: 
2 m ax — 2 /n ^^ ^ * ? 

M -\~ zm 

l'équation différentielle en y' par 



, imdr 



'^ M -f-2 



5 

m 



l'équation différentielle en z' par 



, , , . imdz 

2m dz —2m ïj ^--9 

M -r- Zm 



et ainsi du reste ; si l'on ajoute ensuite ces diverses équations, en ob 
servant que 



ox ojr oz 



on aura 



^ dxd^x -]'drd^r-h dzd^z zimdx ^md^x 

rf/2 M -h 2m dt^ 

2l,mdr x- nid^r ^.Jtmdz ^md'^z ^,^mdr ,. 

2 — j-r iï ^1 2, — T-; r- 2Mi i 2(//, 



M H- 2m rf/J M -4- 2m dt^ r» 

ce qui donne» en intégrant, 

„ dx^ -h dr^ -\- dz^ {2mdx)^-h(lmdr)'^-r-{2mdzy^ ^, ^ m 
consl. = 2m -j-^ ^^ '—p^ — = — fjTr^ — 2M2 2i, 

dt^ (M-h2m)a/2 r ' 

ou 

A ^^^ dx^^dr^-\-d z^ /dx'^dxy^^ jdr- dr )^-^~(dz'-dz)^ 

(7") ^ 

I -(2M2^-H2x\(M-f-2m), 

h étant une constante arbitraire. Nous sommes déjà parvenus à ces 
diverses intégrales, dans le Chapitre V du premier Livre, relativement 

'9- 
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à un systëme de corps qui réagissent les uns sur les autres d'une ma- 
nière quelconque ; mais, vu leur utilité dans la théorie du systëme du 
monde, nous avons cru devoir les démontrer ici de nouveau. 

10. Ces intégrales étant les seules que Ton ait obtenues dans Tétat 
actuel de l'Analyse, on est forcé de recourir aux méthodes d'approxi- 
mation, et de profiter des facilités qu'offre pour cet objet la constitu- 
tion du système du monde. Une des principales tient à ce que le sys- 
tème solaire est partagé en systèmes partiels, formés par les planètes 
et par leurs satellites : ces systèmes sont tels, que les distances des 
satellites à leur planète sont considérablement plus petites que la di- 
stance de la planète au Soleil : il en résulte que, l'action du Soleil 
étant à peu près la même sur la planète et sur ses satellites, ceux-ci 
se meuvent à peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action de la pla- 
nète. Il en résulte encore cette propriété remarquable, savoir, que le 
mouvement du centre de gravité d'une planète et de ses satellites est, 
a fort peu près, le même que si tous ces corps étaient réunis à ce centre. 

Pour le démontrer, supposons que les distances mutuelles des corps 
m, m\ m!\ . . . soient très-petites par rapport à la distance de leur 
centre commun de gravité au corps M. Soit 

Xrz^-\-X,y Jii=:Y-+-7„ 2:-Z-r-Z„ 

x'-x-t-^;, J':^Y-^J;, 2':..zh-z;, 



X, Y, Z étant les coordonnées du centre de gravité du système des 
corps m, m! y m",...; l'origine de ces coordonnées étant, ainsi que 
celle des coordonnées x^ y, z, x\y\ 5', . . . , au centre de M. Il est clair 
que ^,, X, z^^ x\y . . , seront les coordonnées de m, m', . . ., relative- 
ment à leur centre commun de gravité; nous les supposerons très- 
petites du premier ordre par rapport à X, Y, Z. Cela posé, on aura, 
comme on l'a vu dans le premier Livre, la force qui sollicite le centre 
de gravité du système parallèlement à une droite quelconque, en pre- 
nant la somme des forces qui animent les corps parallèlement à cette 
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droite, multipliées respectivement par leurs masses, et en divisant 
cette somme par la somme des masses. On a vu de plus, dans le même 
Livre, que l'action mutuelle des corps liés entre eux d'une manière 
quelconque n'altère point le mouvement du centre de gravité du sys- 
tème, et, par le n^ 8, l'attraction mutuelle des corps n'influe point sur 
ce mouvement; il suffît donc, dans la recherche des forces qui animent 
le centre de gravité du système, d'avoir égard à l'action du corps M, 
étranger à ce système. 

L'action de M sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x et en 

sens contraire de leur origine, est ^; la force entière qui sollicite 

parallèlement à cette droite le centre de gravité du système des corps 
m, m\. . . est donc 



2m 



En substituant au lieu de a? et de r leurs valeurs, on a 

.r X -h X, 

Si l'on néglige les quantités très-petites du second ordre, c'est-à-dire 
les carrés et les produits des variables ^,, j,, ^,, a?', ... ; que l'on 

désigne par R la distance v^X* -h Y* 4- Z* du centre de gravité du sys- 
tème au corps M, on aura 

r» "^ R» '" R» R5 

En marquant successivement d'un trait, de deux traits, etc., dans le 
second membre de cette équation, les lettres j?,, y,, z,, on aura les 

valeurs de -7^9 >7''*s mais on a, par la nature du centre de gravité, 

o---imx,, o^==imjr,, o — 2mz; 
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on aura donc, aux quantités près du second ordre, 

ainsi le centre de gravité du système est à très-peu près sollicité paral- 
lèlement à Taxe des x par Taction du corps M, comme si tous les corps 
du système étaient réunis à ce centre. Le même résultat a évidemment 
lieu relativement aux axes des y et des z ; en sorte que les forces dont 
le centre de gravité du système est animé parallèlement à ces axes par 

l'action de M sont — -irr ^-t — W* 

Lorsque l'on considère le mouvement relatif du centre de gravité du 
système autour de M, il faut lui transporter en sens contraire la force 
qui sollicite ce corps. Cette force résultante de l'action de m, m\ m",... 
sur M, et décomposée parallèlement aux x en sens contraire de leur 

origine, est 1 — - ; si l'on néglige les quantités du second ordre, cette 

fonction est, par ce qui précède, égale à 

" H3 • 

Pareillement, les forces dont M est animé par l'action du système pa- 
rallèlement aux axes des y et des z, en sens contraire de leur origine, 
sont 

Ylm Zlm 
pi 

K3 R3 

On voit ainsi que l'action du système sur le corps M est à très-peu près 
la même que si tous les corps de ce système étaient réunis à leur centre 
commun de gravité. En transportant à ce centre, et avec un signe con- 
traire, les trois forces précédentes, ce point sera sollicité parallèlement 
aux axes des x, des y et des z, dans son mouvement relatif autour 
<le M, par les trois forces suivantes : 

X Y Z 

- M ^ Im] ^, M 1 2/11 1^, - M 4- 2m 1^. 
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Ces forces sont les mêmes que si tous les corps m, m\ m'', . . . étaient 
réunis à leur centre commun de gravité ; ce centre se meut donc, aux 
quantités près du second ordre, comme si tous ces corps y étaient 
réunis. 

Il suit de là que, si Ton a plusieurs systèmes dont les centres de gra- 
vité soient fort éloignés les uns des autres relativement aux distances 
respectives des corps de chaque système, ces centres seront mus, à fort 
peu près, comme si les corps de chaque système y étaient réunis; car 
Taction du premier système sur chaque corps du second système est, 
par ce qui vient d'être dit, la même à très-peu près que si les corps du 
premier système étaient réunis à leur centre commun de gravité; l'ac- 
tion du premier système sur le centre de gravité du second sera donc, 
par ce qui précède, la même que dans cette hypothèse ; d'où l'on peut 
généralement conclure que l'action réciproque des différents systèmes 
sur leurs centres de gravité respectifs est la même que si les corps de 
chaque système y étaient réunis, et qu'ainsi ces centres se meuvent 
comme dans le cas de cette réunion. Il est visible que ce résultat a éga- 
lement lieu, les corps de chaque système étant libres, ou liés entre eux 
d'une manière quelconque; parce que leur action mutuelle n'influe 
point sur le mouvement de leur centre commun de gravité. 

Le système d'une planète agit donc à très-peu près sur les autres 
corps du système solaire comme si la planète et ses satellites étaient 
réunis à leur centre commun de gravité, et ce centre est attiré par les 
différents corps du système solaire comme dans cette hypothèse. 

Chaque corps céleste étant la réunion d'une infinité de molécules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très-petites rela- 
tivement à sa distance aux autres corps du système du monde, son 
centre de gravité est à très-peu près attiré comme si toute sa masse 
y était réunie, et il agit lui-même sur ces différents corps comme danA 
cette supposition ; on peut donc, dans la recherche du mouvement des 
centres de gravité des corps célestes, considérer ces différents corps 
comme autant de points massifs placés à leurs centres de gravité. Mais 
la sphéricité des planètes et de leurs satellites rend cette supposition. 
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déjà fort approchée, beaucoup plus exacte encore. En effet» ces divers 
corps peuvent être considérés comme étant formés de couches à très- 
peu près sphériques, d*unc densité variable suivant une loi quelconque, 
et nous allons faire voir que l'action d'une couche sphérique sur un 
corps qui lui est extérieur est la même que si sa masse était réunie à 
son centre. Pour cela, nous allons établir sur les attractions des sphé- 
roïdes quelques propositions générales qui nous seront très-utiles dans 
la suite. 

11. Soient Xy y, z les trois coordonnées du point attiré, que nous 
désignerons par m; soient rfM une molécule du sphéroïde, et x\ y\ z' 
les coordonnées de cette molécule; si Ton nomme p sa densité, p étant 
une fonction de x\ y\ z\ indépendante de a?, y, z, on aura 

L'action de dM sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x et diri- 
gée vers leur origine, sera 



pdx'dx'dz'[x — x') 



---3' 



et par conséquent elle sera égale à 

pdx'dy'dz' 



d.- ^ 



ôx ' 



en nommant donc V l'intégrale 

pdx'dy'dz' 



/; 



■JZZ.f 



iX-x')-^ + (7-^-')«-^(2-2')» 



étendue à la masse entière du sphéroïde, on aura — p pour l'action 

totale du sphéroïde sur le point m, décomposée parallèlement à Taxe 
des X et dirigée vers leur origine. 

V est la somme des molécules du sphéroïde divisées par le|urs di- 
stances respectives au point attiré; pour avoir l'attraction du sphéroïde 
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■ 

sur ce point parallèlement à une droite quelconque, il faut donc con- 
sidérer y comme fonction de trois coordonnées rectangles , dont Tune 
soit parallèle à cette droite» et différentier cette fonction relativement 
à cette coordonnée; le coefficient de cette différentielle» pris avec un 
signe contraire, sera l'expression de Tattraction du sphéroïde parallè- 
Um^nt à la droite donnée, et dirigée vers Torigine de la coordonnée 
qui lui est parallèle. 

Si l'on représente par ê la fonction [{o^—o^'Y-^iy—y'Y-hiz—z'Y] ^ 
on aura 

y^f^pdx'dy'dz'. 

L'intégration n'étant relative qu'aux variables x\ y\ z\ il est clair que 
l'on aura 

d^ d^ â^\ r. j„,j.^,^.,/^*6 . d^^ , d^^ 

mais on a 



^-- =j pdx'dr dz (j^^ -^ _ -H — j ; 



^~ dx^~^ dx^ "^ ôz^ ' 

on aura donc pareillement 

â^y â^v d^\ 

cette équation remarquable nous sera de la plus grande utilité dans 
la théorie de la figure des corps célestes. On peut lui donner d'autres 
formes plus commodes dans diverses circonstances; concevons, par 
exemple, que de l'origine des coordonnées on mène au point attiré un 
rayon, que nous nommerons r; soit 6 l'angle que ce rayon fait avec 
l'axe des x, et cr l'angle que le plan formé par r et par cet axe fait 
avec le plan des x et des j; on aura 

x=zrcosd, j^=:rsin0coscj, 2 = rsinôsincj, 

d'où l'on tire 

jp 2 

r=z Jx' -{-X' -h z^, rn<;fl=z - ■> iangcj=— • 

y/ X'^ -^ X^ -^ ^^ ^ 

Œuvres de L, — F. 20 
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On pourra ainsi avoir les différences partielles de r, 6 et cr relativement 

aux variables a?, y, s, et Ton en conclura les valeurs de ^-^5 -r-^^ -r-r 

•^ dx^ djr^ dz^ 

en différences partielles de V relatives aux variables r, 6 et cy. Comme 
nous ferons souvent usage de ces transformations des différences par- 
tielles, il est utile d'en rappeler ici le principe. En considérant V 
comme fonction des variables x, y, z; et ensuite des variables r, 6 et o, 

on a 

âV dV dr dW 09^ âV^ dp 
ôx ôr ôx dO ôx ôxs Ox 

Pour avoir les différences partielles ,— ? 3-» 3—5 il ne faut faire varier 

*^ OX OX OX 

que X dans les expressions précédentes de r, cos6 et tangcr; en diffé- 
rentiant donc ces expressions, on aura 



ce qui donne 



ôr ^ 09 sinQ âv3 

OX OX r OX 



ÔV ^ô\ sin9r)V 

ox or r OU 



On aura donc ainsi la différence partielle ^-^ en différences partielles 
de la fonction V, prises par rapport aux variables r, 8 et ct. En différen- 
tiant de nouveau cette valeur de y-^ on aura la différentielle partielle 
-r-^9 en différences partielles de V, prises par rapport aux variables r, 
et cy. On aura, par le même procédé, les valeurs de j-- et ^rj- • 
On transformera, de cette manière, l'équation (A) dans (a suivante 

.„, ô^\ cosO ()\ ôxn'^ ôKr\ 

^ Oe-' sinO 00 "^ suV'^0 Or'' 

et, si l'on fait cos6 — a, cette équation deviendra 

,^. ' ' Oll Ou^'^ 0'.r\ 

^ ' ôfi. i-u.'^ Or' 
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12« Supposons maintenant que le sphéroïde soit une couche sphé* 
rique dont le centre soit à Torigine des coordonnées ; il est clair que V 
ne dépendra que de r, et qu'il ne renfermera ni (jl ni cj; l'équation (C) 
donnera donc 



d'où Ton tire, en intégrant. 



o 


a>,rv 


V = 


A B 

: Ah — > 

r 



A et B étant deux constantes arbitraires. On a donc 

av_ JB 

dr r> 

— ^ exprime, par ce qui précède, l'action de la couche sphériqtie sur 

le point m, décomposée suivant le rayon r et dirigée vers le centre de 
la couche ; or il est clair que l'action totale de la couche doit être diri- 
gée suivant ce rayon; — -p exprime donc l'action totale de la couche 

sphérique sur le point m. 
Supposons d'abord ce point placé au dedans de la couche. S'il était au 

centre même, l'action de la couche serait nulle; on a donc — -r- = Oj 

or 

OU — = o, lorsque r= o, ce qui donne B = o, et par conséquent 

— •^— o, quel que soit r; d'où il suit qu'un point placé dans l'inté- 
rieur de la couche n'en éprouve aucune action , ou , ce qui revient au 
même, il est également attiré de toutes parts. 

Si le point m est situé au dehors de la couche sphérique, il est 
visible qu'en le supposant infiniment éloigné de son centre, l'action 
de la couche sur ce point sera la même que si toute la masse de la 
couche était réunie à ce centre ; en nommant donc M la masse de cette 

couchct — -g- ou -|- devi^ndra, dans ce cas, égal à -Y' ce qui donne 

20. 
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B = M; on a donc généralement» par rapport aux points extérieurs, 

dV M 



dr r^ ' 



c'est-à-dire que la couche spbérique les attire comme si toute sa masse 
était réunie à son centre. 

Une sphère étant une couche sphériqùe dont le rayon de la surface 
intérieure est nul, on voit que son attraction sur un point placé à sa sur- 
face ou au delà est la même que si sa masse était réunie à son centre. 

Ce résultat a encore lieu pour les globes formés de couches concen- 
triques d'une densité variable du centre à la circonférence suivant une 
loi quelconque, puisqu'il est vrai pour chacune de ces couches : ainsi, 
le Soleil» les planètes et les satellites pouvant être considérés, à très- 
peu près, comme des globes de cette nature, ils attirent, à fort peu 
près, les corps extérieurs comme si l'on supposait leurs masses réu- 
nies à leurs centres de gravité, ce qui est conforme à ce que nous avons 
trouvé par les observations, dans le n^ 5. A la vérité, la figure des 
corps célestes s'écarte un peu de la sphère ; mais la différence est très- 
petite, et l'erreur qui en résulte sur la supposition précédente est du 
même ordre que cette différence, relativement aux points voisins de 
leur surface; et, relativement aux points éloignés, l'erreur est du même 
ordre que le produit de cette différence par le carré du rapport des 
rayons des corps attirants à leurs distances aux points attirés; car on 
a vu, dans le n^ 10, que la considération seule de l'éloignement des 
points attirés rend l'erreur de la supposition précédente du même 
ordre que le carré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc, à 
très-peu près, comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres 
de gravité, non-seulement parce qu'ils sont fort éloignés les uns des 
autres relativement à leurs dimensions respectives, mais encore parce 
que leurs figures diffèrent très-peu de la sphère. 

La propriété dont les sphères jouissent dans la loi de la nature, d'at- 
tirer comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres, est très-re- 
marquable, et l'on peut être curieux de savoir si elle a lieu dans d'au- 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE II. 157 

très lois d'attraction. Pour cela, nous observerons que» si la loi de la 
pesanteur est telle qu'une sphère homogène attire un point placé au 
dehors comme si toute sa masse était réunie à son centre , le même 
résultat doit avoir lieu pour une couche sphérique d'une épaisseur 
constante ; car» si Ton enlève à une sphère une couche sphérique d'une 
épaisseur constante , on formera une nouvelle sphère d'un plus petit 
rayon, mais qui aura* ainsi que la première, la propriété d'attirer 
comme si toute sa masse était réunie à son centre; or il est évident 
que ces deux sphères ne peuvent avoir cette propriété commune qu'au- 
tant qu'elle l'est encore à la couche sphérique qui forme leur différence. 
Le problème se réduit donc à déterminer les lois d'attraction suivant 
lesquelles une couche sphérique d'une épaisseur infiniment petite et 
constante attire un point extérieur comme si toute sa masse était 
réunie à son centre. 

Soit r la distance du point attiré au centre de la couche sphérique, 
u le rayon de cette couche, et du son épaisseur. Soit l'angle que le 
rayon u fait avec la droite r, xs l'angle que le plan qui passe par les 
deux droites r et i^ fait avec un plan fixe passant par la droite r; l'élé- 
ment de la couche sphérique sera u^dudxsd^sm^. Si l'on nomme en- 
suite / la distance de cet élément au point attiré, on aura 

Représentons par <p(/) la loi de l'attraction à la distance/; l'action de 
l'élément de la couche sur le point attiré, décomposée parallèlement 
à r et dirigée vers le centre de la couche , sera 

u^dudmdBsxïxB j ?(/); 

mais on a 

r— wcos6 _ df 

ce qui donne à la quantité précédente cette forme 

u^dudxsdfisxnB^ (^[f)\ 
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partant, si Ton désigne fd/<f{/) par 9,(/), on aura l'action entière 
de la couche sphérique sur le point attiré, au moyen de l'intégrale 
u^dufdnd^s\n^(fX/)f différentiée par rapport à r et divisée par dr. 

Cette intégrale doit être prise relativement à cr, depuis o =r o jus- 
qu'à 17 égal à la circonférence, et après cette intégration elle devient 

2 TT M^ rfa/rf6 sin <p, (/) , 

îT étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Si l'on differentie 
la valeur de / par rapport à 6, on aura 

ru 

et par conséquent 

L'intégrale relative à 6 doit être prise depuis 6 = jusqu'à 9 ==: w, et 
à ces deux limites on a/= r— u et/— r-hu; ainsi l'intégrale rela- 
tive à/ doit être prise depuis/— r — u jusqu'à /-- r-h u; soit donc 

//#?,(/) = +(/); on aura 

—7— SfdhAf) ■--- - -~ [^('•^- ") --+('• - "IJ. 

Le coefficient de rfr, dans la différentielle du second membre de cette 
équation prise par rapport à r, donnera l'attraction de la couche sphé- 
rique sur le point attiré, et il est facile d'en conclure que dans la na- 
ture, où 9(/) -- ^-9 cette attraction est égale à i£!i_îl, c'est-à-dire 

qu'elle est la même que si toute la masse de la couche sphérique était 
réunie à son centre, ce qui fournit une nouvelle démonstration de 
la propriété que nous avons établie précédemment sur Tattraction des 
sphères. 

Déterminons maintenant 9(/) d'après la condition que l'attraction 
de la couche est la même que^si sa masse était réunie à son centre. 
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Cette masse est égale à t^izu^du^ et» si elle était réunie à son centre, 
son action sur le point attiré serait 4^<^^^?(r); on aura donc 

(D) iTzudu -r —^T:u'^du(^[r]; 

en intégrant par rapport à r, on aura 

U étant une fonction de u et de constantes, ajoutée à Tintégrale 
2ufdr<f{r). Si Ton représente i^r-i- w) — ^(r— w) par R, on aura, 
en différentiant l'équation précédente, 

mais on a, par la nature de la fonction R, 



partant 



ou 



<)»R ()»R 




.(,,„„ ^.^) = 


** du» 


2(p(r) rf9(r) I 


d»U 



t/r iu ùu'^ 



Ainsi, le premier membre de cette équation étant indépendant de u, 
et le second membre étant indépendant de r, chacun de ces membres 
doit être égal à une constante arbitraire, que nous désignerons par 3A; 
on a donc 

r dr "~ * 



d'où Ton tire, en intégrant» 



cp(r)z:zAr-:-— , 
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B étant une nouvelle constante arbitraire. Toutes les lois d'attraction 
dans lesquelles une sphère agit sur un point extérieur placé à la dis- 
tance r de son centre comme si toute sa masse était réunie à ce centre 
sont donc comprises dans la formule générale 

il est aisé de voir qu'en effet cette valeur satisfait à Téquation (D), 
quels que soient A et B. 

Si Ton suppose A = o, on aura la loi de la nature, et Ton voit que, 
dans le nombre infini des lois qui rendent l'attraction très-petite à de 
grandes distances, celle de la nature est la seule dans laquelle les 
sphères ont la propriété d'agir comme si leurs masses étaient réunies 
a leurs centres. 

Cette loi est encore la seule dans laquelle un corps placé au dedans 
d'une couche sphérique, partout d'égale épaisseur, est également attiré 
de toutes parts. Il résulte de l'analyse précédente que l'attraction de 
la couche sphérique, dont l'épaisseur est du^ sur un point placé dans 
son intérieur, a pour expression 



2T:udu T • 

or 

Pour que cette fonction soit nulle, on doit avoir 

']; [u -r- r] — ^'u — r\ - -- rU, 

U étant une fonction de u indépendante der, et il est facile de voir que 

B 

cela a lieu dans la loi de la nature où ç(/) = jq- Mais, pour faire voir 

que cela n'a lieu que dans cette loi, nous désignerons par ^'(/) la 
différence de ']/ /i divisée par df; nous désignerons encore par ^'"/ 
la différence de ^'(/; divisée par df, et ainsi de suite; nous aurons 
ainsi, en différentiant deux fois de suite l'équation précédente par rap- 
port à r, 

^'\u -4- r) — 'l'^M — r] — o. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE II. 161 

Cette équation ayant lieu, quels que soient u et r» il en résulte que 
if'if) doit être égal à une constante» quel que soit/, et qu'ainsi 
Yif) = o; or on a, par ce qui précède. 



d*où Ton tire 



on a donc 



+'(/)-/?,(/). 



'r(/)- ^'9 (/)-/?'{/;; 



Ornz: 9.9 (/)-}-/?'(/;, 



B 

ce qui donne, en intégrant, 9(/) == ^9 et par conséquent la loi de la 
nature. 



13. Reprenons Téquation (C) du n^ 11. Si Ton pouvait intégrer gé- 
néralement cette équation , on aurait une expression de Y qui renfer- 
merait deux fonctions arbitraires, que Ton déterminerait en cherchant 
l'attraction du sphéroïde sur un point situé dans une position qui faci- 
lite cette recherche, et en comparant cette attraction à son expression 
générale. Mais l'intégration de l'équation (C) n'est possible que dans 
quelques cas particuliers, tels que celui où le sphéroïde attirant est 
une sphère, ce qui réduit cette équation aux différences ordinaires; 
elle est encore possible dans le cas où ce sphéroïde est un cylindre dont 
la base est une courbe rentrante, et dont la longueur est infinie : on 
verra, dans le troisième Livre, que ce cas particulier renferme la théorie 
des anneaux de Saturne. 

Fixons l'origine des r sur l'axe même du cylindre, que nous suppo- 
serons d'une longueur infinie de chaque côté de cette origine. En nom- 
mant r' la distance du point attiré à Taxe, on aura 



Il est visible que V ne dépend que de r' et de cr, puisqu'il est le même 
pour tous les points relativement auxquels ces deux variables sont les 
mêmes; il ne renferme donc (jl qu'autant que r' est fonction de cette 

(XRuvret de L, — I. 21 
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variable, ce qui donne 

dV _ ^ ^ __ _ ryL dV 

ôfÂ "' dr' dix '" Ji— a* àr' 

ô^\ _ r^iJL^ d^\ r dV 

l'équation (G) devient ainsi 



dr"^ dx3^ dr' 



d'où Ton tire, en intégrant» 



V — (p(r'coscj-h r' \J—i smxs) 4- ij;(r'coscj — r' yj — i sinv), - 

<p(r') et i({r') étant des fonctions arbitraires de r', que Ton pourra 
déterminer en cherchant l'attraction du cylindre lorsque xs est nul , et 
lorsqu'il est égal à un angle droit. 

Si la base du cylindre est un cercle, Y sera évidemment une fonction 
de r\ indépendante de tr; l'équation précédente aux différences par- 
tielles deviendra ainsi 

,,d2V ,dy 



ce qui donne, en intégrant, 



dy H 



- ■ — / 5 



àr' r 



H étant une constante. Pour la déterminer, nous supposerons r' extrê- 
mement grand par rapport au rayon de la base du cylindre, ce qui 
permet de considérer le cylindre comme une ligne droite infinie. Soit 
Â cette base, et z la distance d'un point quelconque de l'axe du cy- 
lindre au point oii cet axe est rencontré par r'\ l'action du cylindre, 
considéré comme concentré sur son axe, sera, parallèlement à r\ 
égale à 



/; 



kr'dz 



— --, 
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rintégrale étant prise depuis g :^ --oo jusqu'à z=^od , ce qui réduit 

cette intégrale à ^; c'est Vexpression de — ^;> lorsque r' est trës- 

considérable. En la^omparant à la précédente, on a H =: 2 A, et Ton 

voit que , quel que soit r\ l'action du cylindre sur un point extérieur 

^ 2A 
est — r- 

r' 

Si le point attiré est au dedans d'une couche cylindrique circu- 
laire, d'une épaisseur constante et d'une longueur infinie, on a encore 

-— j-7 — -7 ; et, comme l'attraction est nulle lorsque le point attiré est 

sur l'axe même de la couche, on a H = o, et par conséquent un point 
placé dans l'intérieur de la couche est également attiré de toutes parts. 

14. On peut étendre au mouvement d'un corps les équations (A), 
(B) et (C) du n® il, et en tirer une équation de condition très-utile, 
soit pour vérifier les calculs de la théorie, soit pour vérifier la théorie 
même de la pesanteur universelle. Les équations différentielles (i), 
(2), (3) du n° 9, qui déterminent le mouvement relatif de m autour 
de M, peuvent être mises sous cette forme 

Q étant égal à 

M -h m ^ m*{xx' -{-yy' -^ zz') > 

r r'3 m ' 



-t 



m 



et il est facile de voir que l'on a 

si les variables af, y\ z\ œ'\ . . . , que Q reDferiie, sont iiKlépendantes 
des Xy y et z. 

Transformons les variables a?, y, z en d'autres plus commodes pour 
les usages astronomiques, r étant le rayon mené du centre de M à celui 

ai. 
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de m, nous nommerons (^ l'angle que la projection de ce rayon sur le 

plan des x et des y fait avec Taxe des x^ et l'inclinaison de r sur le 

même plan; on aura 

x-^- rcos^cosf, 

y^zz rcosô sinr, 
z — rsin^. 

L'équation ;E) rapportée à ces nouvelles variables sera, par le n® 1 1 , 

iv . -r2^ or^ di^^ d>Q Sine dQ 

Si l'on multiplie la première des équations ({) par cosOcos^^, la seconde 
par cosOsin^', la troisième par sinO, et si, pour abréger, on fait 

M --: -1 î — cos- B i — » 

rf/2 dt'^ dt^ 

on aura, en les ajoutant, 

dr 

Pareillement, si l'on multiplie la première des équations (i) par 
— rcosOsini^, la seconde par rcosOcos^, et qu'ensuite on les ajoute, 
et que l'on suppose 

rf(r4;cos»9) 



N' 



on aura 



dt 






- • •> 



Enfin, si l'on multiplie la première des équations {i) par — rsinOcosi^, 
la seconde par — rsinOsint^, qu'on les ajoute à la troisième, multi- 
pliée par rcosO, et que l'on fasse 

^'-^'"dF ' '-3?rsin0cos9+--^— -, 
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on aura 

ÔQ 

Les valeurs de r, i' et renferment six arbitraires introduites par les 
intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires, que 

nous désignerons par a, b, c\ l'équation M'= -^ donnera les trois 
suivantes 

d^Q dr d^Q dv d^Q d9 dM' 



dr^ da drdv da drdd da da 

d^Q dr à^Q dv d^Q dQ __ ÔNL' 
dr^ db "^^ drdv db "^ drdd db '~ db ' 

d^Q dr à^Q dv d^Q dO dW 



dr^ de drdv de drdd de de 



On tirera de ces équations la valeur de ^-^> et si Ton fait 



'"'db de 


dv de 

de db' 


dv de 


dv de 


de da 


da de ' 


dv de 

P da db 


dv de 

db da' 



^ dr dv dO dr dv dQ dr dv dQ dr dv dB dr dv dO dr dv d9 

g ^^ I 1 

da db de da de db db de da db da de de da db de db da 



on aura 


. 


dr» da 


dM' dM' 
db ^ P de 


Si Ton fait pareillement 




, dr de 
"" de db 


dr de 
db de' 


n! ^^ ^^ 


dr de 


da de 


de da' 


. dr de 


dr de 


P ~ db da 


da db' 
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Téquation N' ~ ;p^ donnera 



ôv 



ô^Q ,^N' ,dN' ,<)N' 



Enfin, si l'on fait 



„ dr dv 


dr ôv 


"" "^dbdc- 


de ôb' 


„ dr àv 


dr dv 


~~ àc ôa 


da dc^ 



,. dr dv dr dv 
'^ ~^ dâdb~dbàâ' 



Téquation P' --- ^ donnera 



^d^Q ,()P' „dP' „dP' 
^dë^-^'^ d^"" Tb "-P ^ 



L'équation F^ deviendra ainsi 



(] 



da db ^ de 

,(m^^ ,ôf^ ,d^ 

da ' db P de 

-■'- m" cos2 ^ -:- n" cos^ Q ~ - - p" cos^ ^ 
da db '^ de 



~ 6(2rM'cos2ô — P'sinôcosô :. 

Dans la théorie de la Lune, on néglige les perturbations que son 
action produit dans le mouvement relatif du Soleil autour de la Terre, 
ce qui revient à regarder sa masse comme infiniment petite. Alors les 
variables x\ y\ z\ relatives au Soleil, sont indépendantes de x^ y, z, 
et l'équation (G) a lieu dans cette théorie; il faut donc que les valeurs 
trouvées pour r, ^ et y satisfassent, ce qui donne un moyen de vérifier 
ces valeurs. Si les inégalités observées dans le mouvement de la Lune 
sont le résultat de l'attraction mutuelle de ces trois corps, le Soleil, la 
Terre et la Lune, il faut que les valeurs de r, v et 0, tirées des obser- 
vations, satisfassent à l'équation (G), ce qui donne un moyen de véri- 
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fier la théorie de la pesanteur universelle ; car les longitudes moyennes 
de la Lune, de son périgée et de son nœud ascendant entrent dans ces 
valeurs, et Ton peut prendre pour a, 6, c ces longitudes. 

Pareillement, si, dans la théorie des planètes, on néglige le carré 
des forces perturbatrices, ce qui est presque toujours permis, alors, 
dans la théorie de la planète dont les coordonnées sont x, y, z, on 
peut supposer que les coordonnées x\ y\z\oc!\... des autres planètes 
sont relatives à leur mouvement elliptique, et par conséquent indépen- 
dantes de Xy y^ z\ l'équation (G) a donc encore lieu dans cette théorie. 

15. Les équations différentielles du numéro précédent, 

/ rf*r rrfv» .^ rfô» dQ 



)44%os«e) 



(H) ', \ dt _l ^àQ 

dt ' " dv' 

,d^6 ,dv^ . . - 2rdrde dQ 

ne sont qu'une combinaison des équations différentielles (i ) du même 
numéro, mais elles sont plus commodes et plus adaptées aux usages 
astronomiques. On peut leur donner d'autres formes qui peuvent être 
utiles dans diverses circonstances. 

Au lieu des variables r et 0, considérons celles-ci uets, u étant égal 

à Q ou à l'unité divisée par la projection du rayon vecteur sur le 

plan des x et des y, et s étant égal à tangO ou à la tangente de la lati- 
tude de m au-dessus du même plan. Si l'on multiplie la seconde des 
équations (H) par r'c&'cos^O, et qu'ensuite on l'intègre, on aura 






h étant une constante arbitraire ; on a donc 
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Si Ton ajoute la première des équations (H), multipliée par — cos6, 
à la troisième» multipliée par ? on aura 

u i dv'^ dQ dQ 

dt^ udt^-^ du ^^ ds' 



d'où Ton tire 



, du dv^ o^JàQ s dQ\ 
u^dt udt \âu u ds I 



En substituant pour dl sa valeur précédente et regardant dç comme 
constant, on aura 

ôQ du _àQ _s^dQ 
d^u ôv u'^dv du u ds 



„ ._= -,- „ + 



*— /^s 



I^ troisième des équations (H) deviendra de la même manière, en y 
traitant di^ comme constant, 

ds dQ , ,.dQ ()Q 

d^s av r)i' ' ds du 



-i-^^m. 



On aura donc, au lieu des trois équations différentielles (H), les sui- 
vantes 

^j^_ . __ d^_ 



■"\/'"'^-m 



ÙQ du dQ s dQ 
d^u dv u^dv du u ds 



*'-/^s 



ds dQ ÔQ ^ ^.dQ 

d^s dv dv du ' ds 



"^"37:.--'-* + 



«■(-• ^n S) 



Si Ton veut éviter les fractions et les radicaux, on pourra donner à ces 
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équations la forme suivante 

/ d*t odudt jdQ df» 

_ /«/«« \ / f. rdQ dv\ j (dQ du dQ s dQ\ 
(d*s \/ ■>. rdQdv\ 1 rdsdQ dQ , ,,dQ\ 

''-W^')V^T^j^T^rh^[d-y^-'^^-^'^''^-ôr]' 

En employant d'autres coordonnées, on formerait de nouveaux sys- 
tèmes d'équations différentielles : supposons, par exemple, que Ton 
change les coordonnées x et y des équations (<) du n^ 14 en d'autres 
relatives à deux axes mobiles situés sur le plan de ces coordonnées, et 
dont le premier indique la longitude moyenne du corps m, tandis que 
le second lui est perpendiculaire. Soient x^ et y, les coordonnées de m 
relativement à ces axes, et désignons par n/ + e la longitude moyenne 
de m ou l'angle que l'axe mobile des x^ fait avec l'axe des x; on aura 

x~x,cos[nt -ht) — jr, sin(/i/4- e), y =^x, sin(nr4-e) H-^, cos(n/-f- e), 

d'où l'on tire, en supposant dt constant, 

d^xcos[nt-\-t) -hdî»jrsin(/i/-+-e) —d^x^ — n^Xfdt^ — 2ndx,dt, 
d^y cos(n/ -f- e) — d^xsm [nt -h e) = d^y, — li^y, dt^ -f- indXfdt. 

En substituant dans Q, au lieu de x et de y, leurs valeurs précédentes, 
on aura 

dQ dQ . , ^ dQ , 

-T~ = -T^ smi/i/ + £ 4- — ^ cos /i/4-e . 

dy dx, ^ dy, ^ ^ 

Cela posé, les équations différentielles (i) donneront les trois suivantes 

^_^'^, „,^ ^dy dQ 

/M ; d^r, • dx, dQ 

rf«a dQ 

°= rf^-dF* 

QEwret de L, '^ \. 2a 
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Après avoir donné les équations différentielles du mouvement d'un 
système de corps soumis à leur attraction, mutuelle» et après en avoir 
déterminé les seules intégrales exactes que Ton ait pu obtenir jusqu'à 
présent» il nous reste à intégrer ces équations par des approximations 
successives. Dans le système solaire, les corps célestes se meuvent à 
peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à la force principale qui les 
anime» et les forces perturbatrices sont peu considérables; on peut 
donc» dans une première approximation» ne considérer que l'action 
mutuelle de deux corps» savoir» celle d'une planète ou d'une comète 
et du Soleil dans la théorie des planètes et des comètes» et l'action 
mutuelle d'un satellite et de sa planète dans la théorie des satellites. 
Nous commencerons ainsi par donner une détermination rigoureuse 
du mouvement de deux corps qui s'attirent : cette première approxi- 
mation nous conduira à une seconde dans laquelle nous aurons égard 
à la première puissance des forces perturbatrices; ensuite nous con- 
sidérerons les carrés et les produits de ces forces; en continuant ainsi» 
nous déterminerons les mouvements célestes avec toute la précision 
que les observations comportent. 
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CHAPITRE III. 



PEEMIÈRE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES, OU THÉORIE 

DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 



16. Nous avons déjà fait voir» dans le premier Chapitre» qu'un corps 
attiré vers un point fixe par une force réciproque au carré de la dis- 
tance décrit une section conique; or» dans le mouvement relatif du 
corps m autour de M, ce dernier corps étant considéré comme en 
repos, il faut transporter en sens contraire à m Faction que m exerce 
sur M; ainsi, dans ce mouvement relatif, m est sollicité vers M par 
une force égale à la somme des masses M et m divisée par le carré de 
leur distance; le corps m décrit donc une section conique autour de M. 
Mais l'importance de cet objet dans la théorie du système du monde 
exige que nous le reprenions sous de nouveaux points de vue. 

Pour cela, considérons les équations (K) du n** 15. Si Ton fait 
M-hm = [jL, il est visible, par le n® 14, qu'en n'ayant égard qu'à 

l'action réciproque de M et de m, Q est égal à ^ ou à . ^ ; les 
équations (K) deviennent ainsi 



h*(i + s')^ 



d»s 



L'aire décrite pendant l'élément de temps dt par la projection du rayon 

22. 
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vecteur étant égale à — -^ la première de ces équations nous apprend 

que cette aire est proportionnelle à cet élément, et qu'ainsi, dans un 
temps fini, elle est proportionnelle au temps. La dernière équation 
donne, en l'intégrant, 

y et étant deux arbitraires. Enfin la seconde donne par son inté- 
gration 

« ^ h^Çi^-Y) [v^^^ -:- ecos(i^ - m)] ^ ^-— » 

e et u étant deux nouvelles arbitraires. En substituant dans cette ex- 
pression de Uf au lieu de s, sa valeur en (^, et substituant ensuite cette 

expression dans l'équation dt = .— y l'intégrale de cette équation don- 
nera / en fonction de (^; on aura donc ainsi i^^ u et s en fonction du 
temps. 

On peut simplifier considérablement ce calcul, en observant que la 
valeur de s indique que l'orbite est toute dans un plan dont y est la 
tangente d'inclinaison sur le plan fixe, et dont 6 est la longitude du 
nœud, comptée de l'origine de l'angle v. En rapportant donc à ce plan 
le mouvement de /w, on aura ^ — o et y — o, ce qui donne 

Cette équation est à une ellipse dans laquelle l'origine des r est au 
foyer; —7—zz~r\ ^^^ '^ demi -grand axe, que nous désignerons par a; 
e est le rapport de l'excentricité au demi -grand axe; enfin rs est la 
longitude du périhélie. L'équation di --- y- devient ainsi 



rf/r 



hu 

à'[i e^)^dv 

^|tx[r - - ecos(i/ - js)]^ 



Développons le second membre de cette équation dans une série de 
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cosinus (le l'angle v — us et de ses multiples. Pour cela , nous com- 
mencerons par développer ; r dans une série semblable. 

r *^r I H- ecos(f --cj) 

Si Ton fait 

1=-. 1. 



I ~\' ^i — e'^ 



on aura 



i -\- e cos[v — m) ~ ^i-^ê« \i -h Xc(*^-«=^>v^^ i -^- Xc- <•'«') v^-*^y 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité. En dé- 
veloppant le second membre de cette équation en série, savoir, le pre- 
mier terme relativement aux puissances de c^''-^^yf~\ et le second terme 

relativement aux puissances de c-^*'-^^v^"*, et en substituant ensuite, au 
lieu des exponentielles imaginaires, leurs expressions en sinus et co- 
sinus, on trouvera 



I -î- e cos 






Nommons 9 le second membre de cette équation, et faisons q 
nous aurons généralement 



I 

e 



[i -h ecos(v - cj)]"»"^* 1.2.3. . .mdq 



m 



dq étant supposé constant, et les signes H- ou — ayant lieu, suivant 
que m est pair ou impair. De là il est aisé de conclure que, si Ton fait 

■- 7 ^zz^i — e») ni-HEO>cos(v-Gj)-i-E(2)coS2(i;-Tij) i-E(3>cos3(i' -inr-f-...], 



on aura, quel que soit i. 



£(i;__-4- 



2e'(i -I- i yji — e^) 



le signe -h ayant lieu si 1 est pair, et le signe — ayant lieu si { est 
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impair; en supposant donc /i = a"^ v/pi, on aura 

ndt =1 dvli -h EO) cos{i' — m] -{- E^») cos2 (i' — m) -+- E^»^ cos3{v — bj) -4- . . .], 

et, en intégrant, 

e étant une arbitraire. Cette expression de nt-^t est fort convergente 
lorsque les orbites sont peu excentriques, telles que les orbites des 
planètes et des satellites; et l'on peut, par le retour des suites, en con- 
clure la valeur de i^ en t : nous nous occuperons de cet objet dans les 
numéros suivants. 

Lorsque la planète revient au même point de son orbite, v est aug- 
menté de la circonférence, que nous représenterons toujours par 2?c; 
en nommant donc T le temps d'une révolution, on aura 

Cette expression de T peut être immédiatement déduite de l'expres- 
sion différentielle de dt, sans recourir aux séries. Reprenons, en effet, 

l'équation di -- >-^) ou dt= '—r^- EHe donne T = ir~'^ f^^^^ ^st 

le double de la surface de l'ellipse, et par conséquent il est égal à 

37ca^ V^— c^; de plus, h^ est égal à iim{i — e^); on aura ainsi la même 
expression de T que ci-dessus. 
Si l'on néglige les masses des planètes relativement à celle du Soleil, 

on a v/p* — V^; la valeur de yf^ est alors la même pour toutes les pla- 

nètes; T est donc proportionnel alors à a^, et par conséquent les carrés 
des temps des révolutions sont comme les cubes des grands axes des 
orbites. On voit que la même loi a lieu dans le mouvement des satellites 
autour de leur planète, en négligeant leurs masses relativement à celle 
de la planète. 
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17. On peut encore intégrer de cette manière les équations du mou- 
vement de deux corps M et m, qui s'attirent en raison réciproque du 
carré des distances. Reprenons les équations (i), (2) et (3) du n® 9; 
elles deviennent, en ne considérant que Faction des deux corps M et m, 
et faisant M -!- m — [x, 



!->! {"-îf-'^ 



7 



d^z fxz 

Les intégrales de ces équations donneront, en fonction du temps /, les 
trois coordonnées a?, y, z du corps m, rapportées au centre de M; on 
aura ensuite, par le n** 9, les coordonnées C H et y du corps M, rap- 
portées à un point fixe, au moyen des équations 

Z- a \ bt— ^ n -a' i- b't— ti-—^ y — oT-h b^t 



M -: m M -r m ' " M -^ m 

Enfin, on aura les coordonnées de m par rapport au même point fixe, 
en ajoutant a? à ^, 7 à n, et z à y; on aura ainsi le mouvement relatif 
des corps M et m et leur mouvement absolu dans l'espace. Tout se 
réduit donc à intégrer les équations différentielles (0). 

Pour cela, nous observerons que, si l'on a, entre les n variables a?^'^ 
a;^•^ a^^\ . . . , 0?'"^ et la variable t dont la différence est supposée con- 
stante, un nombre n d'équations différentielles données par la suivante 

dans laquelle on suppose s successivement égal à i, 2, 3,..., n\ 
A, B, . . ., H étant des fonctions des variables x^^\ x^^\ ... et de /, symé- 
triques par rapport aux variables x^^\ x^^\ . . . , x^'^\ c'est-à-dire telles 
qu'elles restent les mêmes lorsque l'on y change une quelconque de 
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ces variables dans une autre et réciproquement, on peut supposer 

a:C2) _ a(i)x(/t-/-^-0_|- &faj^(/i-i-»-2)_|_. . . _^-A(2)^ii;^ 
• » 

a^'\ 6^*', . . . , A<*J; a^^\ é^^\ . . . étant des arbitraires dont le nombre est 
Un — i). Il est clair que ces valeurs satisfont au système proposé d**s 
équations différentielles; de plus, elles réduisent ces équations à 
{'équations différentielles entre les i variables a?^'^"^*\ œ^^-'-^^^K . . . , oo^"^. 
Leurs intégrales introduiront i^ nouvelles arbitraires, qui, réunies aux 
i{n — i) précédentes, formeront les in arbitraires que doit donner l'in- 
tégration des équations différentielles proposées. 

Si l'on applique ce théorème aux équations [0], on voit que 
z ~ax-h by, a et 6 étant deux arbitraires. Cette équation est celle 
d'un plan passant par l'origine des coordonnées; ainsi l'orbite de m 
est tout entière dans un même plan. 

Les équations (0) donnent 



o== rfir' 






\ H- fxrfz, 



Or, en différentiant deux fois de suite l'équation rrfr :--a?dir-rvrfK-+-« A, 
on a 

rd^r-r- Zdrd^r — xd^x -^yd^y-^ zd^z -^- Z[dxd'^x -\- dyd^r -\- dzd^z^, 

et par conséquent 
// ,rf^'*\ J rf'^ d^r d^z\ , ,/. d^x . d^r , d^z^ 

'^v'm^)-''Tdi^-^y'd^ 

En substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de 
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rf*a?, d}y^ d^Zy leurs valeurs données par les équations (0'), et ensuite* 
au lieu de d^x^ d^y, d^z^ leurs valeurs données par les équations (0), 
on trouvera 

Si Ton compare cette équation aux équations (0'), on aura, en vertu 

dx d'Y* dz dt* 

du théorème exposé ci-dessus, en considérant ^^ -4?^ ^» ^ comme 

autant de variables particulières a?^*^ x^^\ x^^\ x^''\ et r comme fonc- 
tion du temps /, 

dr--'kdx -{-ydjfy 

X, Y étant des constantes, et, en intégrant, 

— étant une constante. Cette équation, combinée avec celles-ci 

z -- ax -\' hyy r* r^ x^ -^-y^ -H 3*, 

donne une équation du second degré, soit en x et j, soit en a? et z, 
soit en j et z; d'où il suit que les trois projections de la courbe décrite 
par m autour de M sont des lignes du second ordre, et qu'ainsi, cette 
courbe étant toute dans un même plan, elle est elle-même une ligne 
du second ordre ou une section conique. Il est facile de s'assurer, par 
la nature de ce genre de courbes, que, le rayon vecteur r étant exprimé 
par une fonction linéaire des coordonnées a?, j, Torigine de ces coor- 
données doit être au foyer de la section. Maintenant l'équation 

donne, en vertu des équations (0), 

d^r UL 

Œuvres de L. ^ l. a3 
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En maitiplianl cette équation par dr et en l'intégrant* on ava 

d étant une constante arbitraire. De là on tire 

dt= '^' 



v^Fy/^^-j!-^ 



cette équation donnera r en fonction de t\ et» comme x^ y^ z sont 
donnés, par ce qui précède, en fonction de r, on aura les coordonnées 
de m en fonction du temps. 

18. On peut parvenir à ces diverses équations par la méthode sui- 
vante, qui a Tavantage de donner les arbitraires en fonction des coor- 
données x^ y, z et de leurs premières différences , ce qui nous sera 
très-utile dans la suite. 

Supposons que Y = const. soit une intégrale du premier ordre des 

équations (0), V étant une fonction de a?, y^ z, ^> —-> t-; nommons 

x\ y\ z' ces trois dernières quantités. L'équation V= const. donnera 
par sa différentiation 

dVrfr dVrfr àS_dz dVç^.dVfl^ dVrfz' 
'^'^ dx dt'^ dy di'^ dz lî '^ àx' dt "^ dy' dt "^ dz' W' 

mais les équations (0) donnent 

dx' __ [JLX dr' __ fAj dz' _ fxz 



5 —rr — r' 



dt " r3 dt " r» dt ~ r» ' 

on a donc l'équation identique aux différences partielles 

Il est clair que toute fonction de x, j, z, x\ y\ z' qui, substituée 
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pour Y dans cette équation, la rend identiquement nnlle devieiit» fit 
l'égalant à une constante arbitraire» une intégrale du premier ordre des 
équations (0). 
Supposons 

V=:U-+-U'-+-U''-+-..., 

U étant fonction des trois variables x^ y^ z; U' étant fonction des six 
variables a?, y, z, x\ y'\ z\ mais du premier ordre relativement à x\ 
y\ z'; U" étant fonction des mêmes variables, et du second ordre re- 
lativement à x\ y\ z'\ et ainsi de suite. Substituons cette valeur dans 
Féquation (I), et comparons séparément : i** les termes sans x\ y\ z'; 
2® ceux qui renferment la première puissance de ces variables ; 3** ceux 
qui renferment leurs carrés et leurs produits, et ainsi de suite; nous 
aurons 

dV dH' dW 

dx ' ^ ày ' " àz r^'Ç dx' -^ ôy' " dz' )' 

[V) { ,d\}' ,d\}' ,d\}' ti[ d\j"' aU" aU^^'X 

, dU'' , dD'' , aU" a / dU'^ dX}'" dU'^ 



, dU , dU , dU II ( dU' dU'' dU' 



L'intégrale de la première de ces équations est, comme l'on sait par la 
théorie des équations à différences partielles, 

V = toncX. [xy' — jrx' , xz' — zx', yz' — zy\ x, jr^ z). 

La valeur de U' devant être linéaire en x\ y\ z\ nous la supposerons 
de cette forme 

A, B, C étant des constantes arbitraires. Arrêtons ensuite la valeur de Y 
am terme U'', en sorte que U'% U'^^. . . soient nula; la troisièy^le des 

23. 
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équations (F) deviendra 



, dV , dU' , dH' 

O = J? 'r- Y h Z 

ôx '' dy dz 



La valeur précédente de U' satisfait encore à cette équation. La qua- 
trième des équations (F) devient 



^=^^ "xr ^-r Â:r + ^ 



dx •' dy dz 

équation dont l'intégrale est 

W ^ îonc\.[xjr' — xx\ xz'—zx'y yz' — zy\ x'^y^ z'). 

Cette fonction doit satisfaire à la seconde des équations (F), et le pre- 
mier membre de cette équation multipliée par dt est évidemment égal 
à d\]\ le second membre doit donc être la différentielle exacte d'une 
fonction de x, y, z. Or il est facile de voir que l'on satisfait à la fois à 
cette condition, à la nature de la fonction U'\ et à la supposition que 
cette fonction doit être du second ordre en x\ y\ z\ en faisant 

W^- (Dr' — E^') [^'-r^') -'- (D-2'- Fx') [xz'—zx') 
-- (E^' ~ ¥y') (yz' - zy') -i- G(x'^ -\-y'^ -- z'»), 

D, E, F* 6 étant des constantes arbitraires, et alors, r étant égal à 

V'iF* -hy^ -i- z*. on a 

V-^~^[Bx Ey.Fz-r^2G)', 

on aura donc ainsi les valeurs de U, U', U", et l'équation V -- consi. 
deviendra 

const. --z:- f^(Dx-\- Ey-\ Fz -\- 2G) -r- (A -h Dy' — Ex') (x/ —yx' ) 
r 

-^{B-\-Dz'-¥x'){xz'-zx')^{C--Ez'--¥r'){yz'-'Zy')-\~G(x'^'\-y'^'^'Z'^) 

Cette équation satisfait à l'équation (I), et par conséquent aux équa- 
tions différentielles (0), quelles que soient les arbitraires A, B, G, D, 
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E, F, G. En les supposant toutes nulles, i" à l'exception de A, a° à Tex- 

dx dy uz 

ception de B, 3° à rexception de C, etc., et restituant ^> ^» rfT ^" 
lieu de a/, y\ z\ on aura les intégrales 

/ xdy — ydx , xdz — zdx „ ydz — zdy^ 



»=/--(?- =^è^) 



fx cfy*^ H- rfiî^\ ydydx zdzdx 



;«. , ^, //x d!r*-f^rfz^\ xdxdy zdzdr 



^y /a dx^--dx^\ xdxdz ydydz 
o -/ -H z (^- df^ J ^' li^ "^ -rf^ ' 

|x 2|tjt dx^ - dy^\-dz^ 

c, c\ d\ /, /', /" et a étant des constantes arbitraires. 

Les équations différentielles (0) ne peuvent avoir que six intégrales 
distinctes du premier ordre, au moyen desquelles, si l'on élimine les 
différences c&r, dyy dz, on aura les trois variables œ, j, z en fonction 
du temps t; il faut donc qu'au moins Tune des sept intégrales précé- 
dentes rentre dans les six autres. On voit même a priori que deux de 
ces intégrales doivent rentrer dans les cinq autres. En effet, puisque 
l'élément seul du temps entre dans ces intégrales, elles ne peuvent pas 
donner les variables a?, y, z en fonction du temps, et par conséquent 
elles sont insuffisantes pour déterminer complètement le mouvement 
de m autour de M. Examinons comment ces intégrales n'équivalent 
qu'a cinq intégrales distinctes. 

Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) par -^^-^ -? et 

y /1t T dx 

qu'on l'ajoute à la cinquième multipliée par ^ > on aura 

/zdv — ydz ^. xdz — z dx 
dt ^ dt 

xdy—ydx fiJL dx^ -h dr^ \ xdy — ydx (xdxdz ydydz\ 

"^^ di \7 dvr-) "^ dt y-dt^" "^ -rfïT-j' 



183 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

En substituant, au lieu de ^ ^T/^ — > x Z'-z x ^ y — T"^ -^ y leurs va- 

dt dt dt 

leurs données par les trois premières des équations (P), on aura 

f'c' — fc" iuL dx^-hdr^\ xdxdz rdrdz 

•» --' —v— -^'[7- —di^) + -rfïî- ^ ^^ • 

Cette équation rentre dans la sixième des intégrales (P), en y faisant 

/"='- '^—'» ou o=fc"—f'c-hf"c. Ainsi la sixième des inté- 

grales (P) résulte des cinq premières, et les six arbitraires c, c\ cf^ 
/, /', f" sont liées entre elles par Téquation précédente. 

Si Ton prend les carrés des valeurs àQf,f\f'\ données par les équa- 
tions (P), qu'ensuite on les ajoute ensemble, et que, pour abréger, on 
fasse /* H-/'^ H-/"* = '^ on aura 



/2 - ^2 



2 



dx^ -f- dy^ ~i- dz^ /rdr\^ \ (dx^ -h dy^ -h dz^ 



dt^ 



df) j\ rfZi T-j' 



mais, si Ton carre les valeurs de c, c\ c\ données par les mêmes équa- 
tions, qu'ensuite on les ajoute, et que Ton fasse c* -h c'* 4- c"* = A* , 
on aura 

^, dx'^ -f- rfr^ -r- dz '^ _ jrdrY _^^^ 
'^ ~ df^ \dt ) -"^ ' 



l'équation précédente devient ainsi 

dx^ -!- dy^ -!- dz^ 2^ p.'^ — l^ 

En comparant cette équation à la dernière des équations (P), on aura 
l'équation de condition 

A» a 

I^ dernière des équations (P) rentre conséquemment dans les six pre- 
mières, qui n'équivalent elles-mêmes qu'à cinq intégrales distinctes, 
les sept arbitraires c, c\ d\ /, /', /" et a étant liées par les deux équa- 
tions de condition précédentes. De là il résulte que l'on aura Fexpres- 
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sion la plus générale de Y qui satisfasse à Téquation (I), en prenant 
pour cette expression une fonction arbitraire des valeurs de c, c\ cf\f 
et/' données par les cinq premières des équations (P). 

19. Quoique ces intégrales soient insuffisantes pour déterminer x, 
j, z en fonction du temps, elles déterminent cependant la nature de la 
courbe décrite par m autour de M. En effet, si Ton multiplie la pre- 
mière des équations (P) par z, la seconde par —y, et la troisième 
par 07, on aura, en les ajoutant. 



o = cz — c'y H- c^x^ 



équation à un plan dont la position dépend des constantes c, c\ c". 

Si Ton multiplie la quatrième des équations (P) para?, la cinquième 
par^, et la sixième par z, on aura 

mais on a, par le numéro précédent, 



r« 



dx^ -+- dy^ -h dz^ __ r^dr^ __ ,^ 



partant, 

ozzz^r — A2 -f-/r 4-/y -\-f'z. 

Cette équation, combinée avec celles-ci 

o — c"a; — c'y -h cz, r^ -- x^ -\-y^ -+- 2^, 

donne Téquation aux sections coniques, l'origine des r étant au foyer. 
Les planètes et les comètes décrivent donc à très-peu près, autour du 
Soleil, des sections coniques dont cet astre occupe un des foyers, et ces 
astres s'y meuvent de manière que les aires décrites par les rayons vec- 
teurs croissent comme les temps. En effet, si l'on nomme d\^ l'angle 
infiniment petit intercepté par les rayons r et r h- rfr, on aura 

dx^ H- dy^ 4- dz^ = r^dv^ -f- rfr»; 
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Téquation 

dt'^ dt^ -^ 

deviendra ainsi r*di'* =^ h^dt^^ partant 

, hdi 
dv -— — -- . 

On voit par là que Taire élémentaire {r^dv, décrite par le rayon vec- 
teur r, est proportionnelle à l'élément de temps dt\ Taire décrite pen- 
dant un temps fini est donc proportionnelle à ce temps. On voit encore 
que le mouvement angulaire de m autour de M est, à chaque point de 
Torbite, réciproque au carré du rayon vecteur; et comme on peut, sans 
erreur sensible, prendre des intervalles de temps très-courts pour des 
instants infiniment petits, on aura, au moyen de Téquation précédente, 
les mouvements horaires des planètes et des comètes dans les divers 
points de leurs orbites. 

Les éléments de la section conique décrite par m sont les constantes 
arbitraires de son mouvement; ils sont par conséquent fonctions des 

arbitraires précédentes c, c\ c'\ f, f\ f" et^; déterminons ces fonc- 

tions. Soit 6 Tangle que forme avec Taxe des x Tintersection du plan 
de Torbite avec celui des x et des y, intersection que Ton nomme Ugnt 
des nœuds; soit 9 Tinclinaison mutuelle des deux plans. Si Ton nomme 
x' et y' les coordonnées de m, rapportées à la ligne des nœuds comme 
axe des abscisses, on aura 

x' xcosB i-jsinô, 
y -y cosB — xsmB. 

On a d'ailleurs 

on aura donc 

z r=:jcos0tang(p - .rsinôtangf. 

En comparant cette équation à celle-ci 



.'/ 



o - ex — c y-' cz^ 
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on aura 

c'=iccos6uakg(fy 

c^—csïnQiàng(f, 



d'où Ton tire 



lange r=: ^, 



tang(p — 



Ainsi la position des nœuds et rinclinaison de l'orbite sont détermi- 
nées en fonction des constantes arbitraires c, c\ c". 
Au périhélie, on a 

rdr--o, ou xdx -^ydy-^ zdz=^o; 

soient donc X, Y, Z les coordonnées de la planète à ce point; la qua- 
trième et la cinquième des équations (P) du numéro précédent don- 
neront 

Y_/' 

x-J- 

Mais si Ton nomme I la longitude de la projection du périhélie sur le 
plan des x et des y, cette longitude étant comptée de l'axe des x, on a 

Y f 

=T =: langl, partant, tangl ~ ^t 

ce qui détermine la position du grand axe de la section conique. 
Si de l'équation 

^ dx^ -i- dr^ -\- dz^ r^dr^ .^ 

dt^ dt^ ~^ 

on élimine - -Â •> au moyen de la dernière des équations(P), 



on aura 



^ a do 



OEuvrei de L, - \. 24 
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mais dr est nul aux extrémités du grand axe ; on a donc à ces points 



o = r* — aor 



UL 



La somme des deux valeurs de r dans cette équation est le grand axe 
de la section conique, et leur différence est le double de Fexcentricité ; 
ainsi a est le demi-grand axe de Torbite ou la distance moyenne de m 

à M, et i^' I est le rapport de l'excentricité au demi-grand axe. 

Soit e ce rapport ; on a , par le numéro précédent , 






a a 

t . 



on aura donc \Le = L On connaîtra ainsi tous les éléments qui déter- 
minent la nature de la section conique et sa position dans Tespace. 

20. Les trois équations finies trouvées dans le numéro précédent 
entre a?, ^, z et r donnent a?, y, z en fonction de r; ainsi, pour avoir 
ces coordonnées en fonction du temps, il suffit d'avoir le rayon vec- 
teur r dans une fonction semblable , ce qui exige une nouvelle inté- 
gration. Pour cela, reprenons l'équation 



on a, parle numéro précédent. 



on aura donc 



A» := - tt« - /t) rz a^ I ~ e«); 



, rdr 



v'fxy 2r- ^-ai-e*] 



Pour ÎBtégrer cette équation, soit r:i= a(i — ecosa); on aura 



. a^ du , 

ai - _ I tfcosM), 

Vf* 
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d'où Ton tire, en intégrant, 

s 

T étant une constante arbitraire. Cette équation donne a, et par consé- 
quent r en fonction de ^; et comme a?, y^ z sont donnés en fonction 
de r, on aura les valeurs de ces coordonnées pour un instant quel- 
conque. 

Nous voilà donc parvenus à intégrer complètement les équations dif- 
férentielles (0) du n^ 17, ce qui a introduit les six arbitraires a, e, I, 
0, 9 et T : les deux premières dépendent de la nature de l'orbite, les 
trois suivantes dépendent de sa position dans l'espace» et la dernière 
est relative à la position du corps m à une époque donnée, ou, ce qui 
revient au même, elle dépend de l'instant de son passage au périhélie. 

Rapportons les coordonnées du corps m à des coordonnées plus com- 
modes pour les usages astronomiques, et pour cela nommons v l'angle 
que le rayon vecteur r fait avec le grand axe, en partant du périhélie; 
l'équation à l'ellipse sera 

I -T- ecosv 

L'équation r — a(i — ccosa) du numéro précédent indique que u est 
nul au périhélie, en sorte que ce point est l'origine des deux angles u 
et v^ et il est facile de s'assurer que l'angle u est formé par le grand 
axe de l'orbite et par le rayon mené de son centre au point où la cir- 
conférence décrite sur le grand axe comme diamètre est rencoilirée par 
l'ordonnée menée du corps m perpendiculairement sur le grand axe. 
Cet angle est ce que l'on nomme anomalie excentrique, et l'angle v est 
\ anomalie vraie. En comparant les deux expressions de r, on a 

\ — e^ 

I — ecos£/ ™ ? 

I -i- ecosv 

d'où l'on tire 

umgiv=:ry/^3-^iangia. 



188 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

Si Ton fixe l'origine du temps t à Tinstant même du passage du corps m 

par le périhélie, T sera nul, et, en faisant pour abréger ^ =/i, on 



c? 



aura w/ = a — esina. En rassemblant ces équations du mouvement 
de m autour de M, on aura 

nt--~ u — ^sini/> 
rzrza{i — ecosu), 

. /i -h e . 

tangî^^ y -— tang^M, 

l'angle nt étant ce que l'on nomme anomalie moyenne. La première de 
ces équations donne u en fonction du temps t, et les deux autres donne- 
ront r et f't lorsque u sera déterminé. L'équation entre a et ^ est trans- 
cendante, et ne peut être résolue que par approximation. Heureusement 
les circonstances des mouvements célestes donnent lieu à des approxi- 
mations rapides. En effet, les orbes des corps célestes sont ou presque 
circulaires, ou fort excentriques, et dans ces deux cas on peut déter- 
miner u en t par des formules très-convergentes que nous allons déve- 
lopper. Pour cela, nous donnerons sur la réduction des fonctions en 
séries quelques théorèmes généraux qui nous seront utiles dans la suite. 

21 . Soit u une fonction quelconque de a, que l'on propose de déve- 
lopper par rapport aux puissances de a. En représentant ainsi cette 
suite. 



I • • • y 



U, 7i» 72» • • • étant des quantités indépendantes de a, il est clair que u 
est ce que devient u lorsqu'on y suppose a — o, et que l'on a, quel que 
soit /i. 



da 



— -1.2.3... ngn - . ?- . 3 . . . '^ /i -. i) a Çn-h > -i • • • » 



la différence ^-^ étant prise en faisant varier tout ce qui dans u doit 
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varier avec a. Partant, si l'on suppose après les différentiations a r^ o 

dans l'expression de -r—^-y on aura 



ôa" 



Si u est fonction des deux quantités a et a', et que l'on propose de le 
développer par rapport aux puissances et aux produits de % et de a', 
en représentant ainsi cette suite, 

u :-- u -:- açi.o -:- a^?2,o -1- . . . 



r/i' 



le coefficient y„,,/ du produit a^sc' sera pareillement égal à 

"dâ^da"'' 

a et a' étant supposés nuls après les différentiations. 

En général, si u est fonction de a, a', a", . . . , et qu'en le développant 
dans une suite ordonnéepar rapport aux puissances et aux produits 

de a, a, a",..., on représente par a" a' a" . . . y„, «',»",.. . '^ terme de 
cette suite qui a pour facteur le produit a^a" a"" . . ., on aura 



d(x" dv.'"' da.""" . . . __ 

pourvu que l'on suppose a, a', a", . . . nuls après les différentiations. 

Supposons maintenant que u soit fonction de a, a', a", ... et des va- 
riables t, /', r,...; si, par la nature de cette fonction ou par une équa- 
tion aux différences partielles qui la représente, on parvient à obtenir 
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en fonction de u et de ses différences prises par rapport à /, r'-, . . . ; en 
nommant F cette fonction lorsqu'on y change u dans u, u étant ce que 
devient u lorsqu'on y suppose a, a', . . . égaux à zéro, il est visible que 
Ton aura qn,re,...'» en divisant F par le produit i.2.3.,./i.i.2.3.../i'...; on 
aura donc ia loi de ia série dans laquelle u est développé. 

Soit d'abord u égal à une fonction quelconque de t -h a, t' -h ol\ 
t" -f- a", . . . , que nous désignerons par 9 (/ -h a, /' -h a', f -f- a", . . .} ; 
dans ce cas, la différence quelconque i*^™* de m, prise par rapport à a 
et divisée par rfa', est évidemment égale à cette même différence prise 
par rapport à / et divisée par dtf. La même égalité a lieu entre les dif- 
férences prises par rapport à t! et /', ou par rapport à a" et (^\ etc. ; 
d'où il suit que l'on a généralement 



jri' ;^un" Aén Aé'n' Asffri'f 



da^^da'" da''" ... dt"âr di' 



En changeant dans le second membre de cette équation u en u, c'est- 
à-dire en 9(/, /', /',...), on aura, par ce qui précède. 



Si u est seulement fonction de /-t-a, on aura 

^^ ~~ 1.2.3. ..nrf/^ ' 

partant 

,ij 9;/ -•- a - 9(/ ;- a ^ ' TV / : T\ . 



di 1.?. di^ 1.2.3 rf/» 



I • • 



Supposons ensuite que u^ au lieu d'être donné immédiatement en « 
et / comme dans le cas précédent, soit une fonction de x^ x étant donné 

par Téquation aux différences partielles 3- — ^ ^» dans laquelle z est 

une fonction quelconque de x. Pour réduire u dans une suite ordonnée 

par rapport aux puissances de a, il faut déterminer la valeur de '^— 
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daos le cas de a = o ; or on a , en vertu de l'équation proposée aux 
différences partielles, 

du du àx du dx 

—^^ -~~— ^^^_ ^-^^ — " _— _• — ^— * 

da dx dot ~ " dx dt '^ 

on aura donc 

du d, fz du 



(*) 



da " dt 



En differentiant cette équation par rapport à a, on aura 

d^u d^.fzdu 
da^ ~ dadt 

or Téquation [k) donne, en y changeant u en Jzdu, 

d.fzdu d.fz^du 

partant, 

d^u d^ .fz^ du 
da'^ " ' " dt^ " 

En differentiant encore par rapport à ce, on aura 

d^u d^.fz^du 
dô^ ~ dadt^ ' 

or l'équation {k) donne, en y changeant u en Jz^du, 

d.fz^du d.fz^du 
da "" dt * 

partant, 

d^u d^.fz^du 
dâ} dTâ .' 

En suivant ce procédé, il est aisé d'en conclure généralement 

d'^u d^Jz^du _ J dt 

da^ "~ dt^ ~" " dli^'^ ~" 

Supposons maintenant qu'en faisant a = o on ait a? ::^ T, T étant 
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une fonction de /; on substituera cette valeur de x dans z et dans u. 
Soient Z et u ce que deviennent alors ces quantités; on aura» dans la 
supposition de a — o, 

d^ _ dt 

et par conséquent on aura, par ce qui précède, 

ce qui donne 

„du «2 fjf Qj3 rf/ 

^ c// 1.2 di 1.2.3 rf/^ 

Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer la fonction de t et 
de a que x représente , en intégrant l'équation aux différences par- 
tielles ^ — z-^ - Pour cela, on observera que 



, dx j dx j 
ax - -T— ai '{- -z— aa ; 
dt ôa 



f)x {fX 

en substituant, au lieu de ^-5 sa valeur z 3-5 on aura 

occ ut 



dx ■-- -t: dt ;- zda -z -r-\ dit -r az^ — a 3- dx 
dt ' dt \ ' dx 



on aura donc 



dx , . 

-r- ai t -h az ' 
, dt 

dz dx 

'-^""didi 



ce qui donne, en intégrant, x --^ o{t-\- clz), ç;;/ 4- az) étant une fonc- 
tion arbitraire de t-i-oLz, en sorte que la quantité que nous avons 
nommée T est égale à ç(/ . Ainsi, toutes les fois que Ton aura entre x 
et a une équation réductible à cette forme a? — <p(^ -4- as), la valeur 
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de u sera donnée par la formule {p), dans une suite ordonnée par rap- 
port aux puissances de a. 

Supposons maintenant que u soit une fonction des deux variables x 
et x\ ces variables étant données par les équations aux différences 
partielles 

dx dx àx* , dx' 

dans lesquelles z et z' sont fonctions quelconques de x et x\ Il est 
facile de s'assurer que les intégrales de ces équations sont 

9(^ H- oLz) et v|;(^'-f- aV) étant des fonctions arbitraires, Tune de i-hcLz, 
et Tautre de t' -+- tLz' . On a de plus 

au au du ,àu 

Cela posé, si l'on conçoit x' éliminé de i^ et de 2 au moyen de l'équa- 
tion x= vj/(^-haV), u et z deviendront des fonctions de x, a' et t\ 
sans a ni /; on aura donc, par ce qui précède, 

d^u ôt 

Si l'on suppose a =:= o après les différentiations, et si, de plus, on fait 
dans le second membre de cette équation x = (f[t->r a^**), et par con- 
séquent -j- = ^^^'^ ^^ ^ur^ ^^^^ ces suppositions 

d'^u doc 



da« ôt"-* ' 



et par conséquent 



^â'^'u 



^n-î àoc 



in* 



dcCdcc"" àV-> 

Œuvres de L.— X, 25 
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Oq aura pareillement 



en supposant t! nul après les différentiations, et en supposant de plus, 

dans le second membre de cette équation, a?'=^(/'-r- aV ); on aura 
donc 

dn-^n*u daôa 

pourvu que Ton fasse x et t! nuls après les diflérentiations, et que, de 
plus, on suppose dans le second membre de cette équation 

ce qui revient à supposer dans ce second membre, comme dans le pre- 
mier, 

^ = cp(/ -h az), x'=i^[t' -^ a! z')y 

et à changer, dans la différence partielle . . , de ce second membre* 

z en z" et z' en z'"' . On aura ainsi dans ces suppositions, et en chan- 
geant de plus z en Z, 2' en Z', et u en u. 



dada' 



i.2.3...n.i.2.3.../i'.d/'»-*d/"'~* 



En suivant ce raisonnement, il est facile d'en conclure que, si Ton a 
les r équations 

x' = ^J'-^a'z'\ 

x'=n{r-i-(z''z''\. 



z, z\ s", . . . étant des fonctions quelconques de a?, xf ^x^ et si Ton 
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suppose u fonction des mêmes variables, on aura généralement 

âacôa' da", . . 

pourvu que, dans la différence partielle .,,,,, — » on change z en js", 

«' en s' , . . . , et qu'ensuite on change z en Z, z' en Z', z" en Z", ... et a 
en u. 
S'il n'y a qu'une variable x^ on aura 

dfé du ' dt 

di = 'dt'^ partant j„ = _-^__^-_j . 

S'il y a deux variables x et a/, on aura 

du du 

di~~^dt' 

en différentiant cette équation par rapport à a\ on aura 

d^u dz du d^u 

-i-z 



dadcx! da' dt doc'dt 



'A* î 



or on a ^, == z'^j et, en changeant dans cette équation i^ en z, on a 



dz 

doc' 


— a'^-, donc 


, ,du 
d^u _ âl' _,dz du 
dacdx' ~ dt ' " df dt 



En supposant dans le second membre de cette équation a et a' nuls, 
et en y changeant z en Z", z' en Z' , et m en u, on aura la valeur de 

j-j-7 dans les mêmes suppositions, ce qui donne 



qn, n' = 



""-'(^"^-s^-^-'^l?-^"^' 






dn\ 
dt') 



1.2.3. . .ii.d/'»"'*.i.a.3. . ,n\dt"^' * 

25. 
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En continuant ainsi, on aura la valeur de qn^^^r^,,., p<>ur un nombre 
quelconque de variables. 

Quoique nous ayons supposé u^ z, z\ z'\... fonctions de x^ x\ 
x'\ . . . , sans /, t\ tf\ . . . , on peut cependant supposer qu'elles ren- 
ferment ces dernières variables ; mais alors , en y désignant ces va- 
riables par /, , t\^ ^ 1 . . . , il faudra supposer ^, , /| » /J » • • • constants 
dans les différentiations, et restituer après ces opérations /, /',..., au 
lieu de / . / , 

22. Appliquons ces résultats au mouvement elliptique des planètes. 
Pour cela, nous reprendrons les équations (/) du n® 20. Si Ton com- 
pare l'équation 

ni ^^^ u — e sitiu^ ou m = /i/4 esinw 

avec celle-ci 

X se changera en u^ t en nt^ ol en e^ z en sini^, et (p(/+a2j en 
nt-^esinu; la formule {p) du numéro précédent deviendra donc 

^'(/i/) étant égal à J! • Pour développer cette formule, nous obser- 
verons que, c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l'unité, on a 

sm'ii/~( =z I ) cos'nZ-i \ ) , 

l'étant quelconque. En développant les seconds membres de ces équa- 
tions et en substituant ensuite, au lieu de c^^'v^^ et de c~'"'»'v^^, leurs 



valeurs cosTO/-f- yj— i sinmt et cosmt— y— i sin/7i/, r étant quel- 
conque, on aura les puissances i de sin/i/ et de cos/i/ développées en 
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sinus et cosinus de l'angle lU et de ses multiples. Cela posé, on trouvera 

sinn/H sin^ii/H çsin'nl h r-j sin»n/H-. . . 

1.2 1.2.3 i.2.i.4 

^.sinnt (cos2n/ — i) 

I .2.2 ^ ' 

i, — : (sin3n/ — 3sînn/) 

I .2.3.2-* ^ ' 

e^ l I 4 3\ 

H A / \ COSint — 4 C0S2II/ -+- - ' ~^— I 

I.2.3.4»2'\ 2 1.2/ 

"i ô— 7-v — r(sin5n/ — 5sîn3/i/-i — ^ -sinn/l 

1.2.3.4-5.2* \ 1.2 / 

g5 / 6.5 I 6.5.4\ 
o / fr /? — 7 cos6n/ — 6cos4n/H — '— cos2n/ •— — -? 1 

I .2.3.4.5-0.2* \ 1.2 2 1.2.3/ 



• • • • 



Soit F cette fonction; on la multipliera par v|/'(n^)> et Ton différentiera 
chacun de ses termes, par rapport à t, un nombre de fois indiqué par 
la puissance de e qui le multiplie, dt étant supposé constant; on divi- 
sera ces différentielles par la puissance correspondante de ndt. Soit F' 
la somme de ces différentielles ainsi divisées; la formule (q) deviendra 

Il sera facile d'obtenir par cette méthode les valeurs de l'angle u et 
des sinus et cosinus de cet angle et de ses multiples. En supposant, par 
exemple, ^{u) ^s'iniu, on aura ^'{nt) — icosînt. On multipliera la 
valeur précédente de F par îcosint, et l'on développera ce produit en 
sinus et cosinus de l'angle nt et de ses multiples. Les termes multipliés 
par les puissances paires de e seront des sinus, et les termes multipliés 
par les puissances impaires seront des cosinus. On changera ensuite 
un terme quelconque de la forme Ke^^sinsnt dans ±:Ke^''s^^s\nsnt^ 
le signe -h ayant lieu si r est pair, et le signe — ayant lieu si r est 
impair. On changera pareillement un terme quelconque de la forme 
Kc*'*'*"* cossnt dans zp Ke^''-^^ s^''-^* sin^n^, le signe — ayant lieu si r est 
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pair, et le signe + ayant lieu si r est impair. La somme de tous ces 
termes sera la valeur de P', et l'on aura 

sinia =1 sxtiint + eV\ 

Si Ton suppose i^{u) -— u, on aura ^'(n/) = i, et Ton trouvera 

Mr=:nf-hesinn/H asintîn/H 5 — - (S^sinS/i/— 3sin/iO 

1.2.2 1.2.3.2* ^ ' 

"^ 1.2.34.23 (4'sin4nr-4.2»sin2n0 



^-r-p— j(5*sin5/i/ — 5.3*sin3/i/-+-— ^sinn/) 

1 .2.0.^.3.2 \ I «2 / 



Cette série est fort convergente pour les planètes. Ayant ainsi déter- 
miné u pour un instant quelconque, on en tirera, au moyen des équa- 
tions (/) du n*^ 20, les valeurs correspondantes de r et de i^; mais on 
peut avoir directement ces dernières quantités en séries convergentes, 
de cette manière. 

Pour cela, nous observerons que Ton a, parle n*^ 20, r=:a( i — ccosw); 
or si, dans la formule (y), on suppose v|;(m) = i — ccosii, on aura 
^'{nt) = esinnt, et par conséquent 

„ . „ e^ dsïn^nt e* d^sm^nt 

1 — ecosu=: I — ecosnt -î- e^sin^ ni H j- 1 ^ — :p->-- — h.. .. 

1.2 nat 1.2.3 n-at- 

On aura donc, par l'analyse précédente, 

- :== iH e cosnt C0S2/1/ 

a 2 2 

^3cos3/i/ — 3cos/i/; 



1.2.2* 
1.2.3.23 



( 4^ C0S4'Ï' — 4«2^ C0S2/1/) 



^5 / 5 4 \ 

,i-r—r 53cos5n/ — 5.3'cos3/i/-h— icosiU) 

1.2.3.4.2* \ 1.2 / 

^6 / 6 5 \ 

..-r>--7 6*cos6n/ — 6.4*cos4n/-j- -^ • 2*cos2n/) 

1.2.3.4.5.25 V ^ ^ 1.2 / 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IL 199 

Considérons présentement la troisième des équations (/) du n*^ 20; 
elle donne . 

cos^i'" y \ — e cos^M 

En substituant dans cette équation , au lieu des sinus et des cosinus, 
leurs valeurs en exponentielles imaginaires, on aura 






en supposant donc 



1= — 4 



on aura 



I -H i — e- 



— — , __ \çru>j-\ 

I — Xc^v"-* 



et par conséquent 



V^:^U-^ 



log(i — A(r-"v^) — log(i — Xc"v^ ^) 

^=7 



d*où l'on tire, en réduisant les logarithmes en séries, 

2X* aX' aX* 

i^^r M-+- 2Xsin£/ -f sin2M -\ — r- sinSi^H — y- sin4w-H 



On aura, par ce qui précède, u^ sini^, sinst^, ..., en séries ordonnées 
par rapport aux puissances de e, et développées en sinus et cosinus de 
l'angle nt et de ses multiples; il ne s'agit donc, pour avoir v exprimé 
dans une suite semblable, que de développer les puissances successives 
de \ en séries ordonnées par rapport aux puissances de e. 

L'équation u= 2 donnera, par la formule {p) du numéro pré- 

cèdent, 

I _ I ie^ /(/-4-3) e* /(i -+.4) (/ + 5) a» 



a* 2' 2'-^- J.2 2'-^-* 1.2.3 2'+» 
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et, comme om u— i •\-\'i — e*, on aura 



Cela posé, on trouvera, en ne portant l'approximation que jusqu'aux 
quantités de l'ordre e* inclusivement, 



r :n/-t-f 2e— \e^-r-^eA sin/i/H- ( -76^ ve'-i — -e^] sinanZ-i-f — e^ — %j eA sinZni 



- pi-\ — 

4 96 



-\- — 7,-e* — 7ir-<?° 1 sm4/i/"i i/-^e^s\xï5nt-\ ^— e^smon^ 

\ 96 4^0 / 900 900 

Les angles v et nt sont ici comptés du périhélie; mais, si Ton veut 
compter ces angles de l'aphélie, il est clair qu'il suffit de faire e négatif 
dans les expressions précédentes de r et de f^. Il suffirait encore d'aug- 
menter, dans ces expressions, l'angle nt de la demi-circonférence, ce 
qui rend négatifs les sinus et les cosinus des multiples impairs de nt\ 
ainsi, les résultats de ces deux méthodes devant être identiques, il faut 
que, dans les expressions de r et de v^ les sinus et les cosinus des mul- 
tiples impairs de nt soient multipliés par des puissances impaires de «, 
et que les sinus et cosinus des multiples pairs du même angle soient 
multipliés par des puissances paires de cette quantité. C'est, en effet, 
ce que le calcul confirme a posteriori. 

Supposons qu'au lieu de compter l'angle f^ du périhélie on fixe son 
origine à un point quelconque; il est clair que cet angle sera augmenté 
d'une constante, que nous désignerons par tj, et qui exprimera la longi- 
tude du périhélie. Si, au lieu de fixer l'origine de / à l'instant du pas- 
sage au périhélie, on la fixe à un instant quelconque, l'angle nt sera 
augmenté d'une constante, que nous désignerons par e — u; les expres- 
sions précédentes de - et de (^ deviendront ainsi 



3 '\ , V / 1 « t 



~ \ -^ e^-- ( e — ~e' j cos(n/ -i- e — w) - ( e^ — 0^*) C0S2(/i/ -h 6 — cy) — . . .. 
- e (ie— ycA sin(/i/ -. t — m)- ( , c- je^\ s\n^[nt -f- c — bj) -h...; 



V nt 
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ç est la longitude vraie de la planète, et /i/+ e est sa longitude moyenne, 
ces deux longitudes étant rapportées au plan de l'orbite. 

Rapportons maintenant le mouvement de la planète à un plan fixe, 
peu incliné à celui de Torbite. Soit 9 l'inclinaison mutuelle de ces deux 
plans, et 6 la longitude du nœud ascendant de l'orbite, comptée sur le 
plan fixe; soit 6 cette longitude comptée sur le plan de l'orbite, en 
sorte que soit la projection de S ; soit encore v^ la projection de v sur 
le plan fixe. On aura 

tang(i^, — Q] = cos9tang(i' — 6). 

Cette équation donne v^ en v^ et réciproquement; mais on peut avoir 
ces deux angles l'un par l'autre, en séries fort convergentes, de cette 
manière. 

On a conclu précédemment la série 



X2 X» 

^v:=L^u H-XsinMH sin2w -f- -^ sinSz/-; . . 



de l'équation 



en faisant 



langii;=y/i±£langitt, 



\/t 



e 
1 



e 



\/^ 



e 

- 4-1 
e 



Si l'on change ^v en v, — 0, {u en i' — 6, et y^-^ en cosç, on aura 

COS(p -H I D -iT» 

l'équation entre {v et {u se changera dans l'équation entre t^, — 6 et 
<^ — 6, et la série précédente donnera 

r^ — 9 = i;~-6 — lang»içsin2(c — 6)-Hilang*i?sin4(c--6)— ^lang«4?sin6(c — 6)-h.... 
Si dans l'équation entre ^v et {u on change ^i^env — 6, ^u en i\ — 6 et 



n/ 



l -h€ I 

en » on aura 



I — e cosç 

X=:tang«i9, 

Œuvres de L, ^ l, 26 
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et 

*'~6=r(', — 0-+-tangî»i9sin2(i',~0)-^^lang*i9Sîn4(i',— O)-f-ïtang«i?sin6(i',--e)-+-.. 

On voit ainsi que les deux séries précédentes se changent réciproque* 
ment Tune dans l'autre, en changeant le signe de tang^^f et en chan- 
geant Tun dans l'autre les angles i', — 6 et i' — 6. On aura (^, — 6 en 
fonction de sinus et de cosinus de nt et de ses multiples, en observant 
que Ton a, par ce qui précède, 

(; — n/ -4- e -f- eQ, 

Q étant une fonction des sinus de l'angle nt-ht — n et de ses mul- 
tiples, et que la formule {i) du n^ 21 donne, quel que soit i, 

.sin/(v— S)--sini(/i/-he — 6-4-eQ)-- (i— L^J£--f-i — J^ — ... j sini(/i/4-e — 6) 



îeQ ~-H 5-7-t — •••icosifnH-c — 6. . 

1.2.3 1.2,3.4.5 / ^ 



Enfin, s étant la tangente de la latitude de la planète au-dessus du plan 
fixe, on a 

et, si l'on nomme r, le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, on aura 

on pourra donc ainsi déterminer (^,, ^ et r, en séries convergentes de 
sinus et de cosinus de l'angle nt et de ses multiples. 

23. Considérons présentement les orbites fort excentriques, telles 
que celles des comètes, et pour cela reprenons les équations du n^ 20 

rzzz — i ^, 

I -; - e cos t' 

n/-- a— esinu, 



lang^vr- y/_:_iang^M. 
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Dans le cas des orbites fort excentriques, e diffère très-peu de l'unité ; 
nous supposerons ainsi i — e = a, a étant fort petit. Si l'on nomme D 
la distance périhélie de la comète, on aura D = a(i — e) = cLa\ l'ex- 
pression de r deviendra donc 

(2- a)D D 

B% ■ Il ' ■ , _ 

~" acos^iv— -acosc ~ ,1 / a , «i \' 

* cosî»îc[ iH — — tang^ivj 

ce qui donne, en réduisant en série, 

'• = ïJf [' ~ ^^ '"'«'^•' '" (^y tang^i. - . . .] . 

Pour avoir le rapport de 9 au temps /, nous observerons que l'expres- 
sion de l'arc par la tangente donne 

u::i-2tang^u{i — jtang'ïU + ltang'lM — . . .); 

or on a 

tangiu = y/j3-^ tang^f; 

on aura donc 



« = a»/_f^ 



y/_4_ tangi. [. - i ^ tangHi' + 5 (^y tang*i. - . . .] ; 



on a ensuite 



^^^"^ "^ 7 ^^ngHa "^ 2tangitt(i - langea -{-Ung^iii - . . .), 



d'où l'on tire 



esm 



inM=:2(i-«)4yCZIiangii'K^ tang*ic-...J. 

En substituant ces valeurs de u et de esinu dans l'équation 

nt =^ u — esin m, 

on aura le temps t en fonction de l'anomalie f^, par une suite très-con- 

26. 
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vergente; mais, avant que de faire cette substitution, nous observerons 

que Ton a, par le n^^Q, n = a > Vk*» ^^ comme D = aa, on aura 



s 



On trouvera, cela posé. 




Si l'orbite est parabolique, a = o, et par conséquent 

D 



r = 



cos^Av' 



9 

t= —^ (lang^v-h^lang^i'). 

Vf* 

Le temps /, la distance D et la somme \l des masses du Soleil et de 
la comëte sont des quantités hétérogènes qui, pour être comparables, 
doivent être divisées chacune par des unités de leur espèce. Nous sup- 
poserons donc que la moyenne distance du Soleil à la Terre est Tunité 
de distance, en sorte que D est exprimé en parties de cette distance. 
Nous observerons ensuite que, si l'on nomme T le temps d'une révo- 
lution sidérale de la Terre, que nous supposerons partir du périhélie, 
on aura, dans l'équation 

1/ = o au commencement de la révolution, et u = 2tc à la fin, tz étant 
la demi-circonférence dont le rayon est l'unité; on aura donc nT= ait; 

mais on a n = a ^ VK* — V}*» ^ cause de a - i; partant 

Vf*= f 

La valeur de ^ n'est pas exactement la même pour la Terre que pour 
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la comète, puisque» dans le premier cas, elle exprime la somme des 
masses du Soleil et de la Terre; au lieu que, dans le second cas, elle 
exprime la somme des masses du Soleil et de la comète; mais, les 
masses de la Terre et de la comète étant beaucoup moindres que celle 
du Soleil, on peut les négliger, et supposer que (/. est le même pour 
tous ces corps, et qu'il exprime la masse du Soleil. En substituant 



27r 



donc au lieu de Vpc sa valeur -y=- dans l'expression précédente de t. 



T 
on aura 

s 

D^T 

t " — p (lang J4/ 4- jfUngHv) . 

Cette équation ne renferme plus que des quantités comparables entre 
elles ; elle donnera facilement t lorsque v sera connu ; mais, pour avoir ç 
au moyen de /, il faut résoudre une équation du troisième degré, qui 
n'est susceptible que d'une seule racine réelle. On peut se dispenser de 
cette résolution en faisant une Table des valeurs de ç correspondantes 
à celles de t, dans une parabole dont la distance périhélie est l'unité, 
ou égale à la moyenne distance de la Terre au Soleil. Cette Table don- 
nera le temps correspondant à l'anomalie f^, dans une parabole quel- 

conque dont D est la distance périhélie, en multipliant par D^ le temps 
qui correspond à la même anomalie dans la Table. On aura l'anomalie (^ 

correspondante au temps ;, en divisant t par D^ , et en cherchant dans 
la Table l'anomalie qui répond au quotient de cette division. 

Supposons maintenant que l'on cherche l'anomalie f^ correspondante 
au temps t dans uue ellipse fort excentrique. Si l'on néglige les quan- 
tités de l'ordre a^, et que l'on remette i — e au lieu de a, l'expression 
précédente de t en ç, dans l'ellipse, donnera 



VrJz 

t— — pr- [lang^v -: ilang^v -f- (i — e) tang^v({ — {langa^v — ylang^i')]. 

Vf* 

On cherchera, par la Table du mouvement des comètes, l'anomalie qui 
répond au temps t dans une parabole dont D serait la distance péri- 
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hélie; soit U cette anomalie, ei\] -hx l'anomalie vraie dans l'ellipse, 
correspondante au même temps, œ étant un très-petit angle. Si ron 
substitue dans l'équation précédente U + a? au lieu de i^t et que ron 
réduise le second membre en série ordonnée par rapport aux puis- 
sances de X, on aura, en négligeant le carré de x et le produit de œ 
par I — e, 



.1 



v7^ 



Ù- [tang^U + itang«;U + - ^ J^^^ + ^ ungiU(i-tangHU-itong*iD)]; 



mais on a, par la supposition, 

3 _ 

^-~=—i- (langiU 4-{lang«^U); 

v^ 

on aura donc, en substituant au lieu du petit arc x son sinus, 

sin j: = î7^(i — e) lang^U (4 — Scos^^U — 6cos*iU). 

Ainsi, en formant une Table des logarithmes de la quantité 

T^lang^U (4 - 3cos4U - 6cos*iU), 

il suffira de leur ajouter le logarithme de i — e pour avoir celui de 
sino?; on aura par conséquent la correction à faire à l'anomalie U, 
calculée dans la parabole, pour avoir l'anomalie correspondante dans 
une ellipse fort excentrique. 

24. Il nous reste à considérer le mouvement dans une orbite hyper- 
bolique. Pour cela, nous observerons que, dans l'hyperbole, le demi- 
grand axe a devient négatif, et l'excentricité e surpasse l'unité. En 

faisant donc, dans les équations (/) du n*^ 20, a = — a' et a ~ -:^--> 

et en substituant au lieu des sinus et des cosinus leurs valeurs en 
exponentielles imaginaires, la première de ces équations donnera 
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La seconde deviendra 

enfin, si Ton prend convenablement le signe du radical de la troisième 
équation pour que ç croisse avec t et, par conséquent, avec u\ on aura 



, /e-r-ï c«' - - î 



Supposons dans ces formules w'-- logtang(j7r h- ^cj), t: étant la demi- 
circonférence dont le rayon est l'unité, et le logarithme précédent 
étant hyperbolique ; on aura 

--^ :-etangro- loglang^j:: .-^cj), 



a'- 



^ COSGJ 



- .) . 



L'arc -^ est le moyen mouvement angulaire durant le temps t du 

corps /w, supposé mû circulairement autour de M, à la distance a! . Cet 
arc est facile à déterminer, en le réduisant en parties du rayon : la pre- 
mière des équations précédentes donnera par des essais la valeur de 
l'angle xs correspondante au temps t\ les deux autres équations don- 
neront ensuite les valeurs correspondantes de r et de i^. 

25. T exprimant la révolution sidérale d'une planète dont a est la 
moyenne distance au Soleil, la première des équations (/) du n^ 20 

donnera nT ~ it.\ mais on a par le même numéro ^ = /i; on aura 



donc 



a^ 






Si l'on néglige les masses des planètes par rapport à celle du Soleil, 
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[A exprimera la masse de cet astre, et cette quantité sera la même pour 
toutes les planètes; ainsi, pour une seconde planète dont a' et T se- 
raient la distance moyenne au Soleil et le temps de la révolution sidé- 
rale, on aura encore 





3 




^ ' 


on aura donc 






J2 .^2 ;: fl3 :a'8; 



c'est-à-dire que les carrés des temps des révolutions de différentes pla- 
nètes sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites, 
ce qui est une des lois découvertes par Kepler, On voit par l'analyse 
précédente que cette loi n'est pas rigoureuse, et qu'elle n'a lieu qu'au- 
tant que l'on néglige l'action des planètes les unes sur les autres et sur 
le Soleil. 

Si l'on prend pour mesure du temps le moyen mouvement de la 
Terre, et pour unité de distance sa moyenne distance au Soleil, T sera 
dans ce cas égal à 277, et l'on aura a = i; l'expression précédente de T 
donnera donc [a = i ; d'où il suit que la masse du Soleil doit alors être 
prise pour unité de masse. On peut ainsi, dans la théorie des planètes 
et des comètes, supposer [a = i, et prendre pour unité de distance la 
moyenne distance de la Terre au Soleil ; mais alors le temps t est me- 
suré par l'arc correspondant du moyen mouvement sidéral de la Terre. 

L'équation 



3 



Trrr 



s/l^ 



donne un moyen fort simple de déterminer les rapports des masses des 
planètes qui ont des satellites à la masse du Soleil. En effet, M repré- 
sentant cette masse, si l'on néglige la masse m de la planète vis-à-vis 
de M, on aura 



3 



v/M 

Si l'on considère ensuite un satellite d'une planète quelconque m'; que 
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Ton désigne par/? la masse de ce satellite, par A sa moyenne distance 
au centre de m\ et par t le temps de sa révolution sidérale, on aura 

3 



partant, 

m^-f- p _ A» /TV 
M "a» Uj 



Cette équation donne le rapport de la somme des masses de la pla- 
nète m! et de son satellite à la masse M du Soleil ; en négligeant donc 
la masse du satellite eu égard à celle de sa planète, ou en supposant 
le rapport de ces masses connu, on aura le rapport de la masse de la 
planète à celle du Soleil. Nous donnerons, en traitant de la théorie 
des planètes, les valeurs des masses de celles autour desquelles on a 
observé des satellites. 



OEuvres de L. — I. 



'•7 
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CE4PITRE IV. 



DÉTEUlIllATIOSf DES ÉLÉMEKTS DC MOUTEHEST ELLIPTIQtE. 



26. Après avoir exposé la théorie générale du mouvement elliptique 
et la manière de le calculer par des suites convergentes, dans les deux 
cas de la nature, celui des orbes presque circulaires et le cas des orbes 
fort allongés, il nous reste à déterminer les éléments de ces orbes. Si 
les circonstances des mouvements primitifs des corps célestes étaient 
données, on pourrait facilement en conclure ces éléments. En effet, si 
Ton nomme Y la vitesse de m dans son mouvement relatif autour de M, 
on aur» 



Vî» = -— 



dV^ 



— , 



et la dernière des équations {p) du n° 18 donnera 



V» rr- 



* Vr a) 



Pour faire disparaître [/. de cette expression, nous désignerons par U la 
vitesse que m aurait, s'il décrivait autour de M un cercle d'un rayon 
égal à l'unité de distance. Dans cette hypothèse, on a r = a = i, et 
par conséquent IP -- (/.; donc 



V2 



\r a] 



Cette équation donnera le demi-grand axe a de l'orbite au moyen de la 
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vitesse primitive de m et de sa distance primitive à M; a est positif 
dans l'ellipse» il est infini dans la parabole, et négatif dans Thyperbole ; 
ainsi Torbite décrite par m est une ellipse, une parabole ou une hyper- 

bole, suivant que V est moindre, égal ou plus grand que Ut/-* Il est 

remarquable que la direction du mouvement primitif n'influe point sur 
l'espèce de la section conique. 

Pour déterminer l'excentricité de l'orbite, nous observerons que, si 
l'on nomme e l'angle que fait la direction du mouvement relatif de m 
avec le rayon vecteur r, on a 

-=-. =:V^cos»e. 

En substituant au lieu de V* sa valeur pt. (^ — -)> on aura 



^==itA(r — ^1 cos^e; 



-4-'^ 



mais on a, par le n^ 19, 



on aura donc 

ce qui fera connaître l'excentricité ae de l'orbite. 
L'équation aux sections coniques 

r= — ^ ^ 

n-ecosi' 

donne 

a{i — e^) — r 

cosv= —^ • 

er 

On aura ainsi l'angle 9 que le rayon vecteur r fait avec la distance pé- 
rihélie, et par conséquent on aura la position du périhélie. Les équa- 

27. 
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tioDS (/) du n^ 20 feront ensuite connaître Tangle u^ et par son moyen 
l'instant du passage par le périhélie. 

Pour avoir la position de l'orbite par rapport à un plan fixe passant 
par le centre de M» supposé immobile, soit <p Tinclinaison de Torbite 
sur ce plan, et S l'angle que le rayon r forme avec la ligne des nœuds; 
soit de plus z l'élévation primitive de m au-dessus du plan fixe, élé- 
vation supposée connue; on aura 

rsinêsincp — 2, 

en sorte que l'inclinaison <p de l'orbite sera connue lorsque l'on aura 

déterminé S. Pour cela, nommons \ l'angle, supposé connu, que fait 

avec le plan fixe la direction primitive du mouvement relatif de m; si 

l'on considère le triangle formé par cette direction prolongée jusqu'à 

la rencontre de la ligne des nœuds, par cette dernière ligne et par le 

rayon r, en nommant / le côté de ce triangle opposé à l'angle S, on 

aura 

rsinê 



/ 



sin(6-i-ej ' 



on a ensuite j = sin>.; on aura donc 

^ 2 sin e 

langê — — —^ 

° rsinA — zcose 

Les éléments de l'orbite de la planète étant déterminés par ces formules 
en fonction des coordonnées r et z, de la vitesse de la planète et de la 
direction de son mouvement, on peut avoir les variations de ces élé- 
ments correspondantes à des variations supposées dans la vitesse et 
dans sa direction, et il sera facile, par les méthodes que nous donne- 
rons dans la suite, d'en conclure les variations différentielles de ces 
éléments dues à l'action de forces perturbatrices. 
Reprenons l'équation 

V. . «. (: - 1) . 

Dans le cercle, a - r, et par conséquent V ■-- U i/--, ainsi les vitesses 



MM.^ 
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des planètes dans des cercles différents sont réciproques aux racines 
carrées de leurs rayons. 

Dans la parabole, a = » , partant V~ U i/-; les vitesses dans les 

différents points de l'orbite sont donc alors réciproques aux racines 
carrées des rayons vecteurs, et la vitesse à chaque point est à celle 
qu'aurait la planète, si elle décrivait un cercle d'un rayon égal au 

rayon vecteur r, comme ^2 : i . 

Une ellipse infiniment aplatie se change en ligne droite, et dans ce 
cas Y exprime la vitesse de m, s'il descendait en ligne droite vers M. 
Supposons que m parte de l'état du repos, et que sa distance primitive 
à M soit r; supposons de plus que, parvenu à la distance r\ il ait 
acquis la vitesse V; l'expression précédente de la vitesse donnera les 
deux équations suivantes : 



r a \r aj 



d'où l'on tire 



V'=U^/^''^7r-^^ 



c'est l'expression de la vitesse relative acquise par m, en partant de la 
distance r et en tombant vers M de la hauteur r — r\ On déterminera 
Facilement, au moyen de cette formule, de quelle hauteur le corps m, 
mû dans une section conique , devrait tomber vers M , pour acquérir, 
en partant de l'extrémité du rayon vecteur r, une vitesse relative égale 
à celle qu'il a à cette extrémité; car, V étant cette dernière vitesse, on a 

V r a} 

mais le carré de la vitesse acquise en tombant de la hauteur r—r' est 
2U* — > -", en égalant ces deux expressions, on aura donc 

vi'y.a — r] 



r — r' 



4a ~- /• 
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Dans le cercle» a = r, et alors r — r'= ^r; dans l'ellipse, on a r — r'< jr; 
a étant infini dans la parabole, on a r—r'= jr; et dans Thyperbole, 
où a est négatif, on a r ~ r' > ^r. 

27. L'équation 



o 



est remarquable en ce qu'elle donne la vitesse indépendamment de 
l'excentricité de l'orbite. Elle est renfermée dans une équation plus 
générale qui existe entre le grand axe de l'orbite, la corde de l'arc 
elliptique, la somme des rayons vecteurs extrêmes, et le temps employé 
à décrire cet arc. Pour parvenir à cette dernière équation, nous repren- 
drons les équations du mouvement elliptique, données dans le n^ 20, 
en y supposant, pour plus de simplicité, (/. ^ i . Ces équations deviennent 
ainsi 

rz=i — i— __*_, 
I 4- e cos V 

r=a(i — ecos£i), 

s 

t = a^(u — esinu). 

Supposons que r, v, u et t correspondent à la première extrémité de 
l'arc elliptique, et que r\ v\ u! et d correspondent à l'autre extrémité; 
on aura 

I-+-CCOSV'' 
r'=:a(i — ecosa'), 



Soient 



s 
t' ^^ c? [u' — e sxnu' ). 



r_r:=T, ^-"-:=6, ^î:±iî-6', r'+r=R; 

2 2 



si l'on retranche l'expression de / de celle de t\ et si Ton observe que 

sin u' — sînw — 2 sin6 cos 6', 
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on aura 

T = aa' ( 6 — e sine cos6' ). 

Si l'on ajoute Tune à l'autre les deux expressions de r et de r' en u et u\ 
et si l'on observe que 

cosu' -f- cosa = 2 cosê cos6', 

on aura 

R = 2a{i — «cos6cos6'). 

Maintenant soit c la corde de l'arc elliptique ; on a 

c^ z=z r^ H- r'2 — 2rr' cos (v — i'') ; 

mais les deux équations 



r—- — ^ — ) r:-a(i — ecosu) 

i-:-ecosi' ^ ' 



donnent celles-ci 



cosu — e . as/i — e^sinu 

r r 



On a pareillement 



, alcosu' — e) . , aJi — e^sinu 

r r 

on aura donc 

rr' cos(i' — i'') — a^(e — cosu) (c — cosa') -h a^{i — c^)sinasinw', . 

et par conséquent 

ca = 2a*(i — e^) (i — siUMslnii' — cosucosie') -t- «-«^{cosa — cosa')*; 

or on a 

sinttsina'-i-cosacosu'=2COS^6 - i, 

cosa — cosii' — 2 sinS sin6' ; 

partant 

c»=4aasina6(i~e2cosa6'); 
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on a donc ainsi les trois équations suivantes : 

R =z 2a(i — «cos6cos6';, 

s. 

T — 2a^(6 — «sin6cos6'), 
c2 izz 4^2 sin>6 (i — e^ cos>6') 

La première de ces équations donne 

2a — R 



«COSê'- 



2acos6'' 



en substituant cette valeur de ecosS' dans les deux autres, on aura 



3 
T ^= 2 



c2zir4aaianga6rcos>6-(^^^-^ 1- 

Ces deux équations ne renferment point Texcentricité e^ et, si dans la 
première on substitue au lieu de S sa valeur donnée par la seconde» 
on aura t en fonction de c, R et a. On voit ainsi que le temps t ne dé- 
pend que du demi-grand axe, de la corde c et de la somme R des rayons 
vecteurs extrêmes. 
Si Ton fait 

2a — R-i-c , 2a — R— c 

z = > z 



ia 2a 



la dernière des équations précédentes donnera 



C0S26 = zz' -h v/(i — z^) (i — z'^) , 

d'où l'on tire 

26 = arccosz' — arccosz, 

arccosz désignant ici l'arc qui a z pour cosinus; on a par conséquent 

sîn farccos^') — sin (arccosz) 

on a ensuite 'z -i- z'= -, l'expression de t deviendra donc, en 
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observant que, si T est la durée de la révolution sidérale de la Terre, 
dont la moyenne distance au Soleil est prise pour unité, on a, par le 

[a) T= [arccosz' — arccosz — sin(arccosz') -h sin(arccos2)]. 

Les mêmes cosinus pouvant appartenir à plusieurs arcs, cette expres- 
sion de T est ambi^ë, et il faut bien distinguer les arcs auxquels ré- 
pondent les cosinus z et z\ 

Dans la parabole, le demi-grand axe a est infini, et Ton a 

arecosz -— sm(arccosz ) = ^« ( 1 • 

En faisant c négatif, on aura la valeur de arccosz — sin(arceosz); la 
formule (a) donnera donc, pour le temps t employé à décrire Tare 
sous-tendu par la corde c, 

T r - -1 

T= I (r-f-r'-hc)^=n(r-^r'~c)^ , 

i27r '■^ / -»- V / J 

le signe — ayant lieu lorsque les deux extrémités de Tare parabolique 
sont situées du même côté de Taxe de la parabole, ou lorsque. Tune 
d'elles étant située au-dessous, l'angle formé par les deux rayons vec- 
teurs est tourné vers le périhélie ; il faut employer le signe + dans les 
autres cas. T étant égal à 365^ 25638, on a 

^ 1=93,688726. 



i27r 



Dans l'hyperbole, a est négatif; z et z' deviennent plus grands que 
Tunité; les arcs arccosz et arccosz' sont imaginaires, et l'on a en 

logarithmes hyperboliques 

arccosz = --=^ log(z -+• ^z^ — i ), 

arccosz'= -7= log(z'4- ^z'^ — i); 

OEtwrei de L.-^l. 28 
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la formule {a ) deviient ain»i. an y chungeant a dans -^ a, 

La formule (a) donne le temps qu'un corps emploie à descendre en 
ligne droite vers le foyer, en partant d'une distance donnée, avec une 
vitesse donnée; il suffit pour cela de supposer l'ellipse qu'il décrit 
alors infiniment aplatie. Si l'on suppose, par exemple, que le corps 
parte de l'état du repos, à la distance 2a du foyer, et que Ton cherche 
le temps t, qu'il emploie à s'en approcher de la distance c, on aura dans 

ce cas R= 2a-4-r, r:^ 2a — c^ ce qui donne z'=— i, z~ — - — -, la 
formule (a) donnera donc 



a 



3 

T=: 1 TT — arccos h t/— — - — ^ )• 

27r V a y a^ J 

11 y a cependant une différence essentielle entre le mouvement ellip- 
tique vers le foyer et le mouvement dans une ellipse infiniment aplatie. 
Dans le premier cas, le corps, parvenu au foyer, passe au delà et s'en 
éloigne à la même distance dont il était parti; dans le second cas, le 
corps, parvenu au foyer, revient au point d'où il était parti. Une vitesse 
tangentielle à l'aphélie, quelque petite qu'elle soit, suffit pour pro- 
duire cette différence, qui n'influe point sur le temps que le corps 
emploie à descendre vers le foyer. 

28. Les observations ne faisant pas connaître les circonstances du 
mouvement primitif des corps célestes, on ne peut pas déterminer par 
les formules du n^ 2ft les éléments de leurs orbites. Il est nécessaire 
pour cet objet de comparer entre elles leurs positions respectives ob^ 
scrvées à différentes époques, ce qui présente d'autant plus de difficul- 
tés que l'on n'observe point ces corps du centre de leurs mouvements. 
Relativement aux planètes, on peut, au moyen de leurs oppositions ou 
de leurs conjonctions, avoir leur longitude telle qu'on l'observerait du 
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centre même du Soleil* , CeU$ coi^âénàtioii , jointe à ^a petite exeen*» 
tricité et âU peu d'inclinaison de leurs orbites à l'écliptique, donne un 
moyen fort simple d'avoir leurs éléments. Mais« dans l'état actuel de 
l'Astronomie, les éléments de ces orbites n'ont besoin qufa de correc- 
tions trës-légères ; et^ comme les variations des distances des planètes 
k la Terre ne sont jamais assez grandes pour les dérober à nos regards, 
on peut les observer sans cesse, et rectifier, par la comparaison d'un 
grand nombre d'observations, les éléments de leurs orbites et les er* 
reurs mêmes dont les observations sont susceptibles. Il n'en est pas 
ainsi des comètes ; nous ne les voyons que vers leur périhélie : si les 
observations de leur apparition sont insuffisantes pour déterminer 
leurs éléments, nous n'avons alors aucun moyen de suivre ces astres 
par la pensée dans l'immensité de l'espace, et, quand la suite des siècles 
les ramène vers le Soleil, il nous est impossible de les reconnaître; il 
est donc important de pouvoir déterminer, par les seules observations 
de l'apparition d'une comète, les éléments de son orbite; mais ce pro* 
blême, pris en rigueur, surpasse les forces de l'Analyse, et l'on est 
obligé de recourir aux méthodes d'approximation pour avoir les pre^- 
mières valeurs des éléments, que l'on peut corriger ensuite avec toute 
la précision que les observations comportent. 

Si l'on faisait usage d'observations éloignées entre elles, les élimina- 
tions conduiraient à des calculs impraticables; il faut donc se borner 
à ne considérer que des observations voisines, et avec cette restriction 
même le problème présente encore de grandes difficultés. Après y avoir 
réfléchi, il m'a paru qu'au lieu d'employer directement les observa- 
tions, il est plus avantageux d'en tirer des données qui offrent un ré^ 
sultat exact et simple, et je me suis assuré que ceUes qui remplissent 
le mieux cette condition sont la longitude et la latituc]|e géocentriques 
de la comète à un instant donné, et leurs premières et secondes diffé* 
rences divisées par les puissances correspondantes de l'élément du 
temps; car au moyen de ces données on peut déterminer rigoureuse* 
ment et avec facilité les éléments, sans recourir h aiioune ^ntégi^atton, 
et par la seule considénttioa dee éqaations difféiieatieUeB de l'orbite.' 

28. 
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Cette manière d'envisager le problème permet d'ailleurs d'employer 
un grand nombre d'observations voisines, et de comprendre ainsi un 
intervalle oonsidérable entre les observations extrêmes, ce qui est tr^ 
utile pour diminuer l'influence des erreurs dont ces observations sont 
toujours susceptibles, à cause de la nébulosité qui environne les co- 
mètes. Je vais d'abord présenter lés formules nécessaires pour conclure 
les différences premières de la longitude et de la latitude d'un nombre 
quelconque d'observations voisines; je déterminerai ensuite les élé- 
ments de l'orbite d'une comète au moyen de ces différences; enfin 
j'exposerai le moyen qui m'a paru le plus simple pour corriger ces élé- 
ments par trois observations éloignées entre elles. 

29. Soient, à une époque donnée, a la longitude géocentrique d'une 
comète, et sa latitude boréale géocentrique, les latitudes australes 
devant être supposées négatives. Si l'on désigne par s le nombre des 
jours écoulés depuis cette époque, la longitude et la latitude géocen- 
trique de la comète après cet intervalle seront exprimées, en vertu de 
la formule (i) du n^ 21, par les deux suites 

/da\ s^ (d^a\ *» /rf'av 

ldB\ s^ /d^e\ i> /d*e\ 

^-^'[dFJ-^irA-d^j^TîZïyd^^ 

On déterminera les valeurs de a, (^)» ("Sf)>"'» ^» (s)''*'' ^^ 

moyen de plusieurs longitudes et de plusieurs latitudes géocentriques 
observées. Pour y parvenir de la manière la plus simple, considérons 
la suite infinie qui exprime la longitude géocentrique. Les coefficients 
des puissances de 5, dans cette suite, doivent être déterminés par la 
condition qu'elle doit représenter chaque longitude observée, en y sub- 
stituant pour s le nombre de jours qui lui correspond; on aura ainsi 
autant d'équations que d'observations, et, si le nombre de celles-ci 
est n, on ne pourra déterminer à leur moyen, dans la suite infinie» que 
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n quantités a, '(^)'*'" ^^^^ ^^ ^^^^ observer que, 5 étant supposé fort 

petit, on peut négliger les termes multipliés par y, 5"^', . . . , ce qui 
réduit la suite infinie à ses n premiers termes, que l'on pourra déter- 
miner par les n observations. Ces déterminations ne seront qu'appro- 
chées, et leur exactitude dépendra de la petitesse des termes que l'on 
néglige ; elles seront d'autant plus précises que s sera plus petit et que 
Ton emploiera un plus grand nombre d'observations. La théorie des 
interpolations se réduit donc à trouver une fonction rationnelle et en- 
tière de 5, qui soit telle, qu'en y substituant pour s le nombre des jours 
qui correspondent à chaque observation, elle se change dans la longi- 
tude observée. 

Représentons par 6, 6', 6", ... les longitudes observées de la comète, 
et par 1, 1', i'\ ... les nombres des jours dont elles suivent l'époque 
donnée; ces nombres doivent être supposés négatifs pour les observa- 
tions antérieures à cette époque. Si l'on fait 

«'-«-aê g^-g^ ->g. g" - 6^^ _ ... 

I— « l —l l"' — l" 

•^ • O Oa .... 

r — i 



la fonction cherchée sera 

S-f-(i~i)«6 4-(*--i)(*-i')«î»6-+-(j~-i)(i-r)(*-iMi36^...; 

car il est facile de s'assurer que, si l'on fait successivement s~i, 

s= i\ s = i", . . , elle se changera dans €, 6', 6", 

Maintenant, si l'on compare la fonction précédente à celle-ci 
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on aura^ «n éga,lant les icoe£Gyci«Bts ^ei. puvA^nces sembl^left 4b s, 

il 



afg- (/+,") é!»^ + f, •,"!+, 7*Hi/'?^«»ê*-. :';, ' 



..» t 



z{^)=à'^-{i + ''' + ni*i + ---; ■■■■■•■■■ 

le& différences ultérieures de a nous seront inutiles. Lés côefiâeients de 
ces expressions sont alternativement positifs et négatife ; le coeffleiént 
de S'*€ est, abstraction faite du signte, le produit r^r des r quantités t\ 
i\ i'\ . . . , i^'''^*^ dans la valeur de <x; il est la somme des produits deB 

mêmes quantités r— i à r— i dans la valeur de (^); enfin il est 

la somme des produits de ces quantités r — a 'à r — 2 dans la valeur 

Si Ton nomme y, y', y",... les latitudes géocentriques observées de la 
comète, on aura les valeurs de 6, (^)' v^ïr)'"' en changeant, dans 

les expressions précédentes de a, ( ^ ) » ( -fy ) ' • • • ' les quantités 6, 6', 
y> * • • • , en y, y, y ,...• 

Ces expressions sont d'autant plus précises qu'il y a plus d'observa- 
tions et que les intervalles qui les séparent sont plus petits; on pour- 
rait donc employer toutes les observations voisines de l'époque choisie, 
si elles étaient exactes; mais les erreurs dont elles sont toujours sus- 
ceptibles conduiraient à un résultat fautif; ainsi, pour diminuer l'in- 
fluence de ces erreurs, il faut augmenter l'intervalle des observations 
extrêmes, à mesure que l'on emploie plus d'observations. On pourra 
de cette manière, avec cinq observations, embrasser un intervalle de 
35 ou 4û degrés, ce qui doit conduire à des valeurs très-approchées de 
la longitude et de la latitude géocentriques et de leurs premières et 
secondes différences. 

Si l'époque que l'on choisit est telle qu'il y ait un nombre égal d'ob- 
servations avant et après, de manière que chaque longitude qui la suit 



PREMIERS PARTIS. - LIVRE II. SU 

ait 1UI6 longitude correapondattte qui la précède du même intervalle, 
eette condition rendra les valeurs de oc» (;^) et (-^) plus approchées, 

et il e9t facile de s'assurer que de nouvelles observations, prisas k égales 
distances de part et d'autre de l'époque, ne feraient qu'ajouter à ces 
valeurs des quantités qui seraient, par rapport à leurs derniers termes, 

du même ordre que le rapport de s^ i-j^) ^ *• Cette disposition symé- 
trique a lieu lorsque, toutes les observations étant équidistantes, on 
fixe Tépoque au milieu de l'intervalle qu'elles comprennent; il y a 
donc de l'avantage à employer de semblables observations. £n général, 
il sera toujours avantageux de fixer l'époque vers le milieu de cet inter- 
valle, parce quei le nombre de jours qui là séparent des observations 
e}(tipémes ét^nt moins considérable, les approximations sont plus con- 
vergentes. On simplifiera encore le calcul en fixant l'époque à l'instant 
même d'une des observations, ce qui donnera immédiatement les va- 
leurs de a et de 6. 

Lorsque l'on aura déterminé, par ce qui précède, ( j^j» \-tt)^ \'3~) 

et (3-7)' on en conclura de cette manière les différences premières et 

secondes de a et de 0, divisées par les puissances correspondantes de 
l'élément du temps. Si l'on néglige les masses des planètes et des co- 
mètes vis*à-vi8 celle du Soleil , prise pour unité de masse ; si , de plus, 
on prend pour unité de distance sa moyenne distance à la Terre, le 
moyen mouvement de la Terre autour du Soleil sera, par le n° 23, la 
mesure du temps t. Soit donc >. le nombre de secondes que la Terre 
décrit dans un jour, en vertu de son moyen mouvement sidéral ; le 
temps t correspondant au nombre s de jours sera >.^; on aura donc 



doc\ I /da\ id^(x\ i fd^ 






dt ) l\ds J \dt'^J~ X^\ds'^ 

Les observations donnent, en logarithmes des Tables, log>.=4»û394622; 
de plus, logX* = logX 4- '^8r' ^ ^tant le rayon du cercle, réduit en 
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secondes; d'où résulte log>^ = 2,2750444* ps^rtant, si Ton réduit en 
secondes les valeurs de l-^) et de {-jy)^ ^^ ^^^ '^^ logarithmes de 

( 3F ) ®* ^® ( "^TT ) ' ^^ retranchant des logarithmes de ces râleurs les 
logarithmes 4*0394622 et 2,2750444» On aura pareillement les loga- 
rithmes de (t-j et de (517)» en retranchant respectivement les mêmes 
logarithmes des logarithmes de leurs valeurs réduites en secondes. 

C'est de la précision des valeurs de a, (3?)» ( ^tt)' ^» (57) ^^ (rfïi") 

que dépend l'exactitude des résultats suivants, et, comme leur forma- 
tion est très-simple, il faut choisir et multiplier les observations, de 
manière à les obtenir avec le plus de précision qu'il est possible. Dé- 
terminons présentement, au moyen de ces valeurs, les éléments de Tor- 
bite de la comète, et, pour généraliser ces résultats, considérons le 
mouvement d'un système de corps animés par des forces quelconques. 

30. Soient x, y, z les coordonnées rectangles du premier corps; 
x\ y\ z' celles du second corps, et ainsi de suite. Concevons que le 
premier corps soit sollicité, parallèlement aux axes des a?, des y et 
des z, par les forces X, Y et Z, que nous supposerons tendre à diminuer 
ces variables. Concevons pareillement que le second corps soit sollicité, 
parallèlement aux mêmes axes, par les forces X\ Y\ Z\ et ainsi de 
suite. Les mouvements de tous ces corps seront donnés par les équa- 
tions diiférentielles du second ordre 



= 






o=-^+\', o=-^-4-Y'. o=-^+Z'. 



Si le nombre de ces corps est /i, ces équations seront au nombre 3/i, 
et leurs intégrales finies renfermeront 6/1 arbitraires, qui seront les 
éléments des orbites des différents corps. 



i 
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' Pour déterminer ces éléments par les observations, nous transforme- 
rons les coordonnées de chaque corps en d'.autres dont Torigine soit à 
l'observateur. En supposant donc un plan passant par l'œil de l'obser- 
vateur, et dont la situation soit toujours parallèle à elle-même, tandis 
que l'observateur se meut sur une courbe donnée, nous nommerons p, 
p', p*',... les distances de l'observateur aux différents corps, projetées 
sur ce plan; a, a', a",... les longitudes apparentes de ces corps, rap- 
portées au même plan , et 6, 6', 6'', . . . leurs latitudes apparentes. Les 
variables a?, y, z seront données en fonction de p, a, 6 et des coordon- 
nées de l'observateur. Pareillement, x\ y\ z' seront données en fonc- 
tion de p', a', 6' et des coordonnées de l'observateur, et ainsi de suite. 
D'ailleurs, si l'on suppose que les forces X, Y, Z, X', Y', Z', . . . sont 
dues à l'action réciproque des corps du système et à des attractions 
étrangères, elles seront données en fonction de p, p', p",...; a, a', a",...; 
6, 6', 6", ... et de quantités connues; les équations différentielles précé- 
dentes seront ainsi entre ces nouvelles variables et leurs premières et 
secondes différences. Or les observations font connaître, pour un in- 
stant donné, les valeurs de a, (^ , (^) ; 6, (^) , (^) ; oc', (^ 

il ne restera donc d'inconnues que les valeurs de p, p', p", . . . , et leurs 
premières et secondes différences. Ces inconnues sont au nombre de 3/i, 
et, comme on a 3/i équations différentielles, on pourra les déterminer. 
On aura même cet avantage, que les premières et secondes différences 
de p, p', f^ ... ne se présenteront dans ces équations que sous une 
forme linéaire. 

Les quantités a, 6, p, a', 6', p', . . . et leurs premières différences divi- 
sées par dt étant connues, on aura, pour un instant donné, les valeurs 
de 07, jK» ^» ^f y\ z\... et de leurs premières différences divisées par 
JU. Si l'on substitue ces valeurs dans les 3n intégrales finies des équa- 
tions précédentes et dans les différences premières de ces intégrales, 
on aura 6n équations, au moyen desquelles on pourra déterminer les 
6/1 arbitraires de ces intégrales, ou les éléments des orbites des diffé- 
rents corps. 

Œuvres de L, — 1. 2Q 
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31. Appliquons cette méthode au mouvement des comètes. Pour 
cela, nous observerons que la force principale qui les anime est Fat- 
traction du Soleil ; nous pouvons ainsi faire abstraction de toute autre 
force. Cependant, si la comète passait assez près d'une grosse planète 
pour en éprouver un dérangement sensible, la méthode précédente 
ferait connaître encore sa vitesse et sa distance à la Terre; mais, ce cas 
étant excessivement rare, nous n'aurons égard, dans les recherches sui- 
vantes, qu'à l'action du Soleil. 

Si l'on prend pour unité de masse celle du Soleil, et pour unité de 
distance sa moyenne distance à la Terre; si, de plus, on fixe au centre 
du Soleil l'origine des coordonnées x^ y, z d'une comète, dont nous 
nommerons r le rayon vecteur, les équations différentielles (0) du 
n^ 17 deviendront, en négligeant la masse de la comète vis-à-vis de celle 
du Soleil, 



o -- 



Supposons que le plan des x et des y soit le plan même de l'écliptique; 
que Taxe des x soit la ligne menée du centre du Soleil au premier 
point d'Ariès, à une époque donnée; que l'axe des y soit la ligne menée 
du centre du Soleil au premier point du Cancer, à la même époque; 
enfin, que les z positifs soient du même côté que le pôle boréal de 
l'écliptique. Nommons ensuite x' eXy' les coordonnées de la Terre, et 
R son rayon vecteur. Cela posé : 

Transformons les coordonnées x, y, z en d'autres relatives à l'obser- 
vateur, et, pour cela, nommons a la longitude géocentrique de la co- 
mète, sa latitude géocentrique, et p sa distance au centre de la 
Terre, projetée sur Técliptique; nous aurons 

xr-j:' 4-pcos«, /— 7'-:-psina, 2=pUngd. 
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Si l'on multiplie la première des équations {k) par sina, et que Ton en 
retranche la seconde multipliée par cosa, on aura 

d^x d^r .rsina — rcosa 

d*où l'on tire, en substituant pour x et y leurs valeurs précédentes, 

La Terre étant retenue dans son orbite, comme la comète, par Tattrac- 
tion du Soleil, on a 

"""rf?^"' R'' ""^ dl^ "' R'' 

ce qui donne 

rf^.r' rf*r' r'cosa — j:'sina 

on aura donc 

Soit A la longitude de la Terre vue du Soleil ; on aura 

x' ■-- R cos A, j^' = R sin A ; 

partant 

j^'cosa — jr'sin« = Rsin(A —a ; 

Téquation précédente donnera ainsi 

Cherchons maintenant une seconde expression de (^) - Pour cela, nous 

multiplierons la première des équations {k) par tangO cos<x, la seconde 
par tangO sin a, et nous retrancherons la troisième équation de la somme 

^9- 
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de ces deux produits; nous aurons ainsi 



tango (cosa-^ -\- sina^j -f-lang^ 



Cette équation deviendra, en y substituant pour œ^ y^ z leurs valeurs, 
. ^rfd'x' x'\ /d*r' r'X . "1 \dt \dt) 



COS*Ô 



-p 






or on a 



\-dÔ ^ 7>] ^<''« + U7ir -^ U) s«n« = (^'cos« + r'sina) ^- - -^j 

= Rcos(A-«)(~--p); 

partant 




-t-^lg-^-ltang^H- 



(^-J sindcosd 



Rsin6cosôcos(A — a) / i 



de 

^'di 



:)/-l__lV 



si l'on retranche cette valeur de [ ^ j de la première, et que l'on sup- 
pose 



xTlt) s>n^cos0cos(A--a) ^- ( jt) sin(A— a) 






on aura 
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La distance projetée p de la comète à la Terre étant toujours positive, 
cette équation fait voir que la distance r dé la comète au Soleil est plus 
petite ou plus grande que la distance R du Soleil à la Terre, suivant 
que ^ est positif ou négatif; ces deux distances sont égales, si (Jt.'= o. 
On peut, par Tinspection seule d'un globe céleste, déterminer le 
signe de [t\ et, par conséquent, si la comète est plus près ou plus loin 
que la Terre du Soleil. Pour cela, imaginons un grand cercle qui passe 
par deux positions géocentriques et infiniment voisines de la comète. 
Soit Y l'inclinaison de ce cercle à l'écliptique, et \ la longitude de son 
nœud ascendant ; on aura 

langy sin (a — V] — tangd, 

d'où l'on tire 

rf9sin(a — X) — rfasin9cos0cos(a - X); 

en différentiant encore, on aura 

rf^ô, étant la valeur de rf^6 qui aurait lieu si le mouvement apparent 
de la comète continuait dans le grand cercle. La valeur de (jl' devient 

amsi, en v substituant pour a6 sa valeur r—, ^^ -^ 

•^ '^ sin(a--A) 

, r(^)- (s^)>"(»-') 

^ sin9cos6'sin(A — >) 

Ql t\ l /y ^^— A I 

La fonction -r-^ — ^ est constamment positive ; la valeur de uf est donc 

sinôcosd *^ ^ 

positive ou négative, suivant que [-yrr) — ("STâ^) ^^^ ^® même signe ou 

d'un signe contraire à sin(A — >); or A — X est égal à deux angles 
droits, plus à la distance du Soleil au nœud ascendant du grand cercle; 
d'où il est facile de conclure que \l' sera positif ou négatif, suivant que 
dans une troisième position géocentrique de la comète, infiniment voi- 
sine des deux premières, la comète s'écartera du grand cercle du même 
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côté où sa trouve le Soleil , ou du côté opposée Concevons donc que, 
par deux positions géocentriques trës-voisines de la comète, on £itte 
passer un grand cercle de la sphère; ^, dans une troisième position 
géocentrique consécutive et très-voisine des deux premières, la comète 
s'écarte de ce grand cercle du même côté que le Soleil on du côté op- 
posé, elle sera plus près ou plus loin du Soleil que la Terre; elle eaà 
sera également éloignée, si elle continue de paraître dans ce grand 
cercle ; ainsi les diverses inflexions de sa route apparente nous éclairent 
sur les variations de sa distance au Soleil. 

Pour éliminer r de Téquation (3), et pour réduire cette équation à ne 
renfermer que rinconnue p, nous observerons que l'on a 

en substituant au lieu de x, y, z leurs valeurs en p, a et 0, on aura 

r2 :^ x'^ -^y'^ -h 2p(:r'cosoc -^y'Ana] -i- ^^; 

mais on a 0?'= RcosA, y'= RsinA; partant 

r«— —^ -HaRpcos{A~a) -r-»>. 

ces*'* 6 r \ / . 

Si l'on carre les deux membres de l'équation (3) mise sous cette forme 

r»(fA'Rap-4-i)=R», 

on aura, en substituant au lieu de r* sa valeur, 

■ 

^^> [-^^^ ^2Rpcos(A-«;-R»]'{f.'R»p4 il» = R», 

équation dans laquelle il n'y a que p d'inconnue, et qui monte au 
septième degré , parce que , le terme tout connu du premier membre 
étant égal à R*, Téquation entière est divisible par p. Ayant ainsi dé- 
terminé p» on aura (^) ^u moyen des équations (i) et (2). En substi- 
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tuant, par exemple, dans Téquation (i), au lieu de ^ — ]âi» sa va- 
leur ^3 donnée par Féquation (3), on aura 

L*équation (4) est souvent susceptible de plusieurs racines réelles et 
positives : en faisant passer son second membre dans le premier et en 
la divisant ensuite par p, son dernier terme sera 

2R5[fji'R»-f-3co9(A — «)]; 

ainsi, Téquation en p étant du septième degré ou d'un degré impair, elle 
aura au moins deux racines réelles positives, si (a'R'h- 3cos(A — a) 
est positif; car elle doit toujours, par la nature du problème, avoir une 
racine positive, et elle ne peut alors avoir ses racines positives en 
nombre impair. Chaque valeur réelle et positive de p donne une section 
conique différente pour l'orbite de la comète ; on aura donc autant de 
ces courbes qui satisfont à trois observations voisines que p aura de 
valeurs réelles et positives, et, pour déterminer la véritable orbite de 
la comète, il faudra recourir à une nouvelle observation. 

32. La valeur de p, tirée de Téquation (4)» serait rigoureuse, si a, 

(3^)' (rf^)' ^' \dï) ^^ \dt^) étaient exactement connus; mais ces 
quantités ne sont qu'approchées. A la vérité, on peut en approcher de 
plus en plus par la méthode exposée précédemment, en faisant usage 
d'un grand nombre d'observations, ce qui donne l'avantage de consi- 
dérer d'assez grands intervalles et de compenser les unes par les autres 
les erreurs des observations. Mais cette méthode a l'inconvénient ana- 
lytique d'employer plus de trois observations dans un problème où trois 
suffisent. On peut obvier à cet inconvénient de la manière suivante, et 
rendre notre solution aussi approchée que l'on voudra, en ne considé- 
rant que trois obsenraltîons. 
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Pour cela, supposons que (x et représentent la longitude et la lati- 
tude géocentrique de l'observation intermédiaire ; si Ton substitue dans 
les équations {i) du numéro précédent, au lieu de x^y^ s, leurs valeurs 

a?-f-pcosa, 7'4-psina et ptangS, elles donneront (jif)' (^ïr) ^* 

jj^j en fonction de p, a et 6, de leurs premières différences et des 

quantités connues. Si Ton différentie ces fonctions, on aura (^)' 

i'd^) ^* (si»") ^^ fonction de p, a, 6 et de leurs premières et secondes 

différences. On pourra en éliminer la seconde différence de p au moyen 
de sa valeur, et sa première différence au moyen de l'équation (2) du 
numéro précédent. En continuant de différentier successivement les 

valeurs de (^ir)' (rfTr)' ^^ ^^ éliminant les différences de x et de 6 
supérieures aux secondes différences, et toutes les différences de p, on 

aura les valeurs de \-j^)^ ( rf/^)'"*' Irf/»")' (rfi*")'*"' ^^ fonction dep, 

Soient a,, a, (xf les trois longitudes géocentriques observées de la 
comète; 6 , 6, 6' ses trois latitudes géocentriques correspondantes; 
soient i le nombre des jours qui séparent la première de la seconde 
observation , et i' celui des jours qui séparent la seconde observation 
de la troisième; enfin, soit X l'arc que la Terre décrit dans un jour par 
son moyen mouvement sidéral; on aura, par le n^ 29, 



a -- « 



«, « ■.Jd9\ i'n*(d»9\ m» /rf»fi\ , 



a 
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Si l'on substitue dans ces séries, au lieu de ( -^ ) » ( -^^ | ? • • • ^ ( ^ ) > 

(jjr)'""' l^urs valeurs obtenues par ce qui précède, on aura quatre 

équations entre les cinq inconnues p, (^)? (■^)' (57)' \di^)' ^^^ 
équations seront d'autant plus exactes, que Ton aura considéré un plus 
grand nombre de termes dans ces séries. On aura ainsi ( jt)» i-jj 

(rfr) ^* \dt^) ^^ fonction de p et de quantités connues; et, en les sub- 
stituant dans l'équation (4) du numéro précédent, elle ne renfermera 
plus que l'inconnue p. Au reste, cette méthode, que je n'expose ici 
que pour montrer comVnent on peut obtenir des valeurs de plus en plus 
approchées de p en n'employant que trois observations, exigerait des 
calculs pénibles dans la pratique, et il est à la fois plus exact et plus 
simple d'en considérer un plus grand nombre, par la méthode du n^ 29. 

33. Lorsque les valeurs de p et de (^y) seront déterminées, on aura 
celles de X, y, z, (-^)» (^) ^M-t^)» au moyen des équations 

j;=:RcosA 4-pcosa, j = RsinA ;-psina, z =-plang6, 
et de leurs difierentielles divisées par dt, 

w) ^- (w) ^'"^ -^»(w) '•«^^^ (57) ^"'« -^-p© *=«^*' 

ldO\ 
(dz\ ldù\ , ^\dt) 

Les valeurs de (-^t) et de (-77) sont données par la théorie du mou- 
vement de la Terre : pour en faciliter le calcul, soient E l'excentricité 
de l'orbite terrestre et H la longitude de son périhélie; on a, par la 

couvres de L, — \, 3o 



Idx' 
Vdt 
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nature du mouvement elliptique. 



/rfA\ /T'-E» -, i-E« 



.... -• . . • 



dt] R* i-i-Ecos{A — H) 

Ces deux équations donnent 

rfR\ _Esin(A-H]^ 

soit R' le rayon vecteur de la Terre, correspondant à la longitude A de 
cette planète, augmentée d'un angle droit; on aura 



I -- E* 

R'=: 



i-Esin{A-H) 



d*où Ton tire 



partant 



EsinfA - H) ^ ^ 'T^ — 



rfR\ R'-hÉ«-i 



dt 



R'v/i-E^ 



Si Ton néglige le carré de Texcentricité de l'orbite terrestre, qui est 
très-petit, on aura 

les valeurs précédentes de (-5^) et (^| deviendront ainsi 

(.î) =^ V R' - cosA ■ 5^ + (J?) cos« - p ( J) sin«. 
(f).-!R'-.)sinA .--A .,(!),„.. p(|)cos«. 

R, R' et A étant donnés immédiatement par les Tables du Soleil, le 
calcul des six quantités a?, y, z, ( g^)» yjT] ^t \'jr) sera facile, lors- 
que P ^M ^ j seront connus. On en tirera les éléments de Torbite de la 
comète, de cette manière. 
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Le secteur infiniment petit, que la projection du rayon vecteur de la 
comète sur le plan de Técliptique décrit durant l'élément du temps dt, 

est — - — — — î et il est visible que ce secteur est positif ou négatif, 

suivant que le mouvement de la comète est direct ou rétrograde; ainsi, 

en formant la quantité x \-y^\ "7 ("/y)» ^11^ indiquera par son signe 

le sens du mouvement de la comète. 

Pour déterminer la position.de Torbite, nommons <p son inclinaison 
à Técliptique, et I la longitude du nœud qui serait ascendant si le 
mouvement de la comète était direct; nous aurons 

z : :/cosItang<p — .rsinltangf. 
Cette équation, combinée avec sa différentielle, donne 



Idz 



m 



(dz\ ^ (df 



^\dt) ~\dt 
tangf: 



9 devant toujours être positif et moindre qu'un angle droit, cette con- 
dition détermine le signe de sini; or, la tangente de I et le signe de son 
sinus étant déterminés, l'angle I est entièrement déterminé. Cet angle 
est la longitude du nœud ascendant de Torbite, si le mouvement est 
direct; mais il faut lui ajouter deux angles droits pour avoir la longi- 
tude de ce nœud, si le mouvement est rétrograde. Il serait plus simple 
de ne considérer que des mouvements directs, en faisant varier Tincli- 
naison <p des orbites depuis zéro jusqu'à deux angles droits; car il est 
visible qu'alors les mouvements rétrogrades répondent à une incli- 
naison plus grande qu'un angle droit. Dans ce cas, tang<p est du même 

signe que ^ (^) — J (37)* ^® 9^^ détermine sinI, et par conséquent 
l'angle I, qui exprime toujours la longitude du nœud ascendant. 

3o. 
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a et ea étant le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite, on a, 
par les n^' 18 et 19, en y faisant [x == i, 

a~ r \dt)~ \dt) \dt)' 

La première de ces équations détermine le demi -grand axe de l'or- 
bite, et la seconde détermine son excentricité. Le signe de la fonction 

^(^j "^j(±-) "^^(^) ^^*^ connaître si la comète a déjà passé par 

son périhélie; car elle s'en approche, si cette fonction est négative; 
tians le cas contraire, la comète s'éloigne de ce point. 

Soit T l'intervalle de temps compris entre l'époque et le passage de 
la comète par le périhélie; les deux premières des équations {/) du 
n^ 20 donneront , en observant que , (x. étant supposé égal à l'unité , 



on a /i — a », 



.1 

r— a'i — «cosm), T -^ a^ [u — esïnu). 



I^ première de ces équations donne l'angle m, et la seconde fait con- 
naître T. Ce temps, ajouté ou retranché de l'époque, suivant que la 
comète s'approche ou s'éloigne du périhélie, donnera l'instant de son 
passage par ce point. Les valeurs de ^ et de j déterminent l'angle 
que la projection du rayon vecteur r fait avec l'axe des a?, et, puisque 
l'on connaît l'angle I formé par cet axe et par la ligne des nœuds, on 
aura l'angle que forme cette dernière ligne avec la projection de r, d'où 
l'on tirera, au moyen de l'inclinaison 9 de l'orbite, l'angle formé par 
la ligne des nœuds et par le rayon r. Mais, l'angle u étant connu, on 
aura, au moyen de la troisième des équations (/) du n® 20, l'angle r 
que forme ce rayon avec la ligne des apsides; on aura donc l'angle 
compris entre les deux lignes des apsides et des nœuds, et par consé- 
quent la position du périhélie; tous les éléments de l'orbite seront 
ainsi déterminés. 
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34. Ces éléments sont donnés, par ce qui précède, en fonction de p, 

(^) et des quantités connues; et, comme ( ^J est donné en p par le 

n® 31 , les éléments de l'orbite seront fonctions de p et de quantités con- 
nues. Si l'un d'eux était donné, on aurait une nouvelle équation, au 
moyen de laquelle on pourrait déterminer p; cette équation aurait un 
diviseur commun avec l'équation (4) du n*^ 31, et, en cherchant ce 
diviseur par les méthodes ordinaires, on parviendrait à une équation 
du premier degré en p; on aurait, de plus, une équation de condition 
entre les données des observations, et cette équation serait celle qui 
doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse appartenir à l'orbite de 
la comète. 

Appliquons maintenant cette considération à la nature. Pour cela, 
nous observerons que les orbites des comètes sont des ellipses trèaS- 
allongées, qui se confondent sensiblement avec une parabole, dans la 
partie dans laquelle ces astres sont visibles; on peut donc supposer 

sans erreur sensible a = oo , et par conséquent - = o ; l'expression 
de - du numéro précédent donnera ainsi 

""^-r Jn 

Si l'on substitue ensuite, au lieu de (-1?)» {■±-) et (tt)» leurs valeurs 

trouvées dans le même numéro, on aura, après toutes les réductions et 
en négligeant le carré de B'~ i, 







cos- 



(5) 



..(|)[,a..,co..v. .;-.î^=l^i'] 

.p(|)[lR.-,)s,„(A.-.,-.2î^,-^'^]+^ 



» r' 
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en substituant dans eette équation, du lien de ($)* te Valeur ;. 



■(è) 



trouvée dans le n^ 31 ; en faisant ensuite 

<©"»-4(|)V[(^)..'.i«(A-..,]' 



H»(^)--'''^»*'(a-.)-^^Ôf] • 



( _ 1^ jj i-(R'-,)cosiA-.)J 

(d<x\r,^, X . ,4 . €Os(A — «)'! 
^^^^-j[(R -Osin(A-«)-f ^-^ ^J, 



on aura 



I a 



or_-Bp24^Cp^ Rï"~ 7* 



et par conséquent 



r^ 



(Bp^-:-Cp4-:^J:-4; 



cette équation n'est que du sixième degré, et, sous ce rapport, elle est 
plus simple que l'équation (4) du n° 31; mais elle est particulière à la 
parabole, au lieu que Téquation (4) s'étend à toute espèce de sectiop 
conique. 

35. On voit par Tanalyse précédente que, la détermination des orbes 
paraboliques des comètes conduisant à plus d'équations que d'incon- 
nues, on peut, en combinant diversement ces équations, former autant 
de méthodes différentes pour calculer ces orbes. Examinons celles dont 
on doit attendre le plus de précision dans les résultats, ou qui parti- 
cipent le moins aux erreurs des observations. 
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C'est principalement sur les valeurs des différences secondes ('^) 

et (-y^) que ces erreurs ont une influence sensible; en effet, il faut, 

pour les déterminert prendre les différences finies des longitudes et des 
latitudes géocentriques de la comète, observées dans un court inter- 
valle de temps; or, ces différences étant moindres que les différences 
premières, les erreurs des observations en sont une plus grande partie 
aliquote; d'ailleurs, les formules du n^ 29, qui déterminent, par la 

comparaison des observations, les valeurs de a, 0, (tj^)» [-jt]^ \1w) 

et ( j^i")' donnent avec plus de précision les quatre premières de ces 

quantités que les deux dernières; il y a donc de l'avantage à s'appuyer 
le moins qu'il est possible sur les différences secondes de a et de 6; et, 
comme on ne peut pas les rejeter toutes deux à la fois, la méthode qui 
n'emploie que la plus grande doit conduire aux résultats les plus précis. 
Cela posé : 
Reprenons les équations trouvées dans les n^ 31 et 34, 

/dp\ ^ Rsm(A_- a) / r_ _ _i_\ ^\dr^ ) 
\dt) ~"\ld^\ VR» r3J /rfa\ ' 

\dt ) ^ \dF) 

'1 Rsingcos0cos(A — g] / j ^\ 




^^j[(R'-.)cos(A-«)- 
fd^xWfj^, \ . /A X cos(A — a;l I 9. 
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Si l'on veut rejeter \^)^ on ne considérera que la première * la se- 
conde et la quatrième de ces équations; en éliminant (^j de la der- 
nière au moyen de la seconde, on formera une équation qui* délivrée 
de fractions, renfermera un terme multiplié par r*p' et d'autres termes 
affectés des puissances paires et impaires de p et de r. Si Ton met dans 
un membre tous les termes affectés des puissances paires de r, et dans 
Tautre membre tous les termes affectés de ses puissances impaires, et 
que Ton carre chacun de ses membres pour n'avoir que des puissances 
paires de r, le terme multiplié par r*p^ en produira un multiplié par 
r**p*; en substituant donc, au lieu de r^, sa valeur donnée par la pre- 
mière des équations (L), on aura une équation finale du seizième degré 
en^. Mais, au lieu de former cette équation pour la résoudre ensuite, 
il sei*a plus simple de satisfaire par des essais aux trois équations pré- 
cédentes. 

Si Ton veut rejeter i-j^)^ il faudra considérer la première, la troi- 
sième et la quatrième des équations (L). Ces trois équations conduisent 
encore à une équation finale du seizième degré en p, et Ton peut faci- 
lement y satisfaire par des essais. 

Les deux méthodes précédentes me paraissent être les plus exactes 
que Ton puisse employer dans la détermination des orbes paraboliques 
des comètes; il est même indispensable d'y recourir, si le mouvement 
de la comète en longitude ou en latitude est insensible, ou trop petit 
pour que les erreurs des observations n'altèrent pas sensiblement sa 
seconde différence : dans ce cas, il faudra rejeter celle des équations (L) 
qui contient cette différence. Mais, quoique dans ces méthodes on n'em- 
ploie que trois de ces équations, cependant la quatrième est utile pour 
déterminer, parmi toutes les valeurs réelles et positives de p qui satis- 
font au système des trois autres équations, celle qui doit être admise. 

36. Les éléments de l'orbite d'une comète, déterminés par ce qui 
précède, seraient exacts, si les valeurs de a, et de leurs premières et 
secondes différences étaient rigoureuses; car nous avons eu égard. 
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d'une manière fort simple » à Texcentricité de Torbe terrestre, au 
moyen du rayon vecteur R' de la Terre, correspondant à son anomalie 
vraie augmentée d'un angle droit; nous nous sommes permis seule- 
ment de négliger le carré de cette excentricité, comme une trop petite 
fraction pour que son omission puisse influer sensiblement sur les ré- 
sultats. Mais 0, a et leurs différences sont toujours susceptibles de 
quelque inexactitude, soit à cause des erreurs des observations, soit 
parce que nous n'avons tiré ces différences des observations que d'une 
manière approchée. Il est donc nécessaire de corriger les éléments au 
moyen de trois observations éloignées entre elles, ce que Ton peut faire 
d'une infinité de manières; car, si Ton connaît à peu près deux quan- 
tités relatives au mouvement d'une comète, telles que les rayons vec- 
teurs correspondants à deux observations , ou la position du nœud et 
l'inclinaison de l'orbite; en calculant les observations, d'abord avec 
ces quantités, et ensuite avec d'autres quantités qui en soient très-peu 
différentes, la loi des différences entre les résultats fera aisément con- 
naître les corrections que ces quantités doivent subir. Mais, parmi les 
combinaisons deux à deux des quantités relatives au mouvement des 
comètes, il en est une qui doit offrir le calcul le plus simple, et qui par 
cette raison mérite d'être recherchée : il importe, en effet, dans un pro- 
blème aussi compliqué, d'épargner au calculateur toute opération su- 
perflue. Les deux éléments qui m'ont paru présenter cet avantage sont 
la distance périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point; 

non-seulement ils sont faciles à déduire des valeurs de p et de (3?)» 

mais il est très-aisé de les corriger par les observations, sans être obligé, 
à chaque variation qu'on leur fait subir, de déterminer les autres élé- 
ments correspondants de l'orbite. 
Reprenons l'équation trouvée dans le n^ 19, 

a[i — e^]:=ir ■rr^r-'i 

^ ^ a dt^ ^ 

a[i — e^) est le demi-paramètre de la section conique dont a est le 
demi-grand axe et ea l'excentricité; dans la parabole, où a est infini 

(Xtwret de L. — \, 3l 
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et e égal à Tunité, a(i — e') est le double de la distance périhélie; 
soit D celte distance : Téquation précédente devient, relativement k 
cette courbe, 

^ est égal à ^ / ; en substituant au lieu de r* sa valeur 

-^^ -i-2Rpcos(A — a) -hR% et au lieu de (-t^) et de f-j^j leurs 
valeurs trouvées dans le n^ 33, on aura 



rdr p 



4-pr(R^-ï)cos(A~«)^ ^'"^^~'''^ l4-pR(^jsin(A-g)-hR(R^~i). 

Soit P cette quantité; si elle est négative, le rayon vecteur r va en dimi- 
nuant, et par conséquent la comète tend vers son périhélie; mais elle 
s'en éloigne, si P est positif. On a ensuite 

la distance angulaire ç de la comète à son périhélie se déterminera par 
réquation polaire de la parabole 

cos*iv= - • 

Enfin, on aura le temps employé à décrire l'angle v^ par la Table du 
mouvement des comètes. Ce temps, ajouté ou retranché de celui de 
l'époque, suivant que P est négatif ou positif, donnera l'instant du pas- 
sage de la comète par le périhélie. 

37. En rassemblant ces divers résultats, on aura la méthode sui- 
vante, pour déterminer les orbes paraboliques des comètes. 
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Méthode générale pour déterminer les orbes des comètes. 

Cette méthode sera divisée en deux parties : dans la première, nous 
donnerons le moyen d'obtenir à peu près la distance périhélie de la 
comète et l'instant de son passage au périhélie; dans la seconde» nous 
déterminerons exactement tous les éléments de Torbitet en supposant 
oeuxHt^i à peu près connus. 

Détermination approchée de la distance périhélie de la comète 
et de rinstani de son passage au périhélie. 

On choisira trois, quatre, ou cinq,... observations de h comètet éga- 
lement éloignées les unes des autres, autant qu'il sera possible; on 
pourra embrasser, avec quatre observations, un intervalle de 3o°; avec 
cinq observations, un intervalle de 36^ ou 4o^, et ainsi du reste; mais 
il faudra toujours que rintervalle compris entre les observations soit 
d'autant plus considérable qu'elles sont en plus grand nombre, afin de 
diminuer l'influence de leurs erreurs. Cela posé : 

Soient 6, ë^ €^, . . . les longitudes géocentriques successives de la 
comète; y, /, y", • • • 1^^ latitudes correspondantes, ces latitudes étant 
supposées positives ou négatives suivant qu^elles sont boréales ou aus- 
trales. On divisera la différence ë^— 6 par le nombre des jours qui sé- 
parent la première de la seconde observation ; on divisera pareillement 
la différence &'— €' par le nombre des jours qui réparent la seconde de 
la troisième observation; on divisera encore la différence €''— €" par le 
nombre des jours qui séparent la troi^èmedie la quatrième obserratioa, 
et ainsi de suite. Soient %, ^\ ES'', ... ces quotients. 

On divisera la différence ^ — ^ par le tiombre des joars q«î sé^ 

parent la première observation de la troisième ; mi diiritera pareillement 

la différence ^''— ^' par le nombre des jours qui séparent la seconde 

observation de la quatrième; on divisera encore la différence 8ê'"— 86" 

3i. 
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par le nombre des jours qui séparent la troisième observation de la cin- 
quième, et ainsi de suite. Soient S^ê, S*6', S^ê", . . . ces quotients. 

On divisera la différence S* 6'— S' 6 par le nombre des jours qui sé- 
parent la première observation de la quatrième; on divisera pareille- 
ment S*€"— S*6' par le nombre des jours qui séparent la seconde obser- 
vation de la cinquième, et ainsi de suite. Soient S'6, S'6\ . . . ces 
quotients. On continuera ainsi, jusqu'à ce que Ton parvienne à S^^'ê, 
n étant le nombre des observations employées. 

Cela fait, on prendra une époque moyenne ou à peu près moyenne 
entre les instants des deux observations extrêmes; et, en nommant <*, i\ 
i", i\ ... le nombre des jours dont elle précède chaque observation, 
I, {", {'', . . . devant être supposés négatifs pour les observations anté- 
rieures à cette époque, la longitude de la comète, après un petit 
nombre z de jours comptés depuis l'époque, sera exprimée par la for- 
mule suivante : 

i^p) I -\-zliè- i-^-i')à''&-\-'ii'-\-ii!'-\-i'i'']i^^-[ii'i^ 

-4- z^[i^^ - ;/ -4- l'-t- i") «36-h (iï'-4- iV'-v- ir-h i'i"-\- i'i^'-h i^'i") 3*6 - . . .]. 

Les coefficients de — ?Jê, -hS^6, —8*6,..., dans la partie indépen- 
dante de z, sont : i** le nombre i;''^® le produit des deux nombres i et i!\ 
3® le produit des trois nombres «, i\ i'\ etc. 

Les coefficients de — S*6, -+- 8'6, — 8*6, . . . , dans la partie multi- 
pliée par z, sont : i^ la somme des deux nombres i et i'; n^ la somme 
des produits deux à deux des trois nombres i, i\ i"\ 3^ la somme des 
produits trois à trois des quatre nombres «, «', i'\ i\ etc. 

Les coefficients de — 8*ê, 4-8^6, — 8*6, ... , dans la partie multi- 
pliée par z^, sont : i^ la somme des trois nombres i, i\ i'\ tP la somme 
des produits deux à deux des quatre nombres «, i\ i'\ i"; 3° la somme 
des produits trois à trois des cinq nombres i, i\ i'\ i^, «^, etc. 

Au lieu de former ces produits, il est aussi simple de développer la 
fonction 

6 -+- (z - *6 -f- (z - i) (z - i'; d«6 -h (« - i) (z - r) (z - i'^) a«6 -i- . . ., 
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en rejetant les puissances de z supérieures au carré, ce qui donnera la 
formule précédente. 

Si Ton opère d'une manière semblable sur les latitudes géocen triques 
observées de la comète , sa latitude géocentrique , après le nombre z 
de jours comptés depuis Tépoque, sera exprimée par la formule (/>), 
en y changeant 6 en y. Nommons (q) ce que devient cette formule par 
ce changement. Gela posé : 

a sera la partie indépendante de z dans la formule {p); sera la 
partie indépendante de z dans la formule {q). 

En réduisant en secondes le coefficient de z dans la formule [p], 
et en retranchant du logarithme tabulaire de ce nombre de secondes le 
logarithme 49^394622, on aura le logarithme d'un nombre que nous 
désignerons par a. 

En réduisant en secondes le coefficient de z^ dans la même formule, 
et en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga- 
rithme i,974oi44> on aura le logarithme d'un nombre que nous dési- 
gnerons par b. 

En réduisant pareillement en secondes les coefficients de z et de z^ 
dans la formule {q), et en retranchant respectivement des logarithmes 
de ces nombres de secondes les logarithmes 4*0394622 et 1,9740144» 
on aura les logarithmes de deux nombres que nous nommerons h et /. 

C'est de la précision des valeurs de a, 6, A, / que dépend l'exactitude 
de la méthode, et, comme leur formation est très-simple, il faut choisir 
et multiplier les observations, de manière à les obtenir avec toute la 
précision que les observations comportent. Il est aisé de voir que ces 

valeurs ne sont que les quantités (^)» (■^)' (37) ^^ (572")' 9^® "^^^ 

avons exprimées, pour plus de simplicité, par les lettres précédentes. 
Si le nombre des observations est impair, on pourra fixer l'époque 
à l'instant de l'observation moyenne, ce qui dispensera de calculer les 
parties indépendantes de z dans les deux formules précédentes; car il 
est visible que ces parties sont alors respectivement égales à la longi- 
tude et à la latitude de l'observation moyenne. 



/ 
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Ayant ainsi déterminé les valeurs de a, a, b^^.h et A on déterminera 
la longitude du Soleil à l'instant que Ton a choisi pour époque. Soit E 
cette longitude, R la distance correspondante de la Terre au Soleil» et 
R' la distance qui répond à E augmenté d'un angle droit; on formera 
les équations suivantes : 






(0 ^^ — TE ~2R^cos(E-a' :-R2, 

Rsin;E- g) /_i _^ __bx 

2a' 



.Rsin;E-«)/j _^\ 

,,, /.. a / «*sin6cose\ RsindcosO ,_, ./i i\ 
.;3,. y =-x^Atange+^ -;- ^^ j ;- -_-^-.- cosrE-«) (^-. - -), 

.a»:r»-;-(r tango -^ ^)'-:- »r[^--- - (R'-') cos(E-«;] 
-2aj;]^(R'- i)sin(E- « -f -^ ^J + 55 " ^• 



o — r 



Pour tirer de ces équations les valeurs des inconnues a?, j^ et r, on con- 
sidérera d'abord si, abstraction faite du signe, h est plus grand ou plus 
petit que /. Dans le premier cas, on fera usage des équations (i), (2) 
et (4). On formera une première hypothèse pour j?, en le supposant, 
par exemple, égal à l'unité, et l'on en conclura, au moyen des équa- 
tions (i) et (2), les valeurs de r et de y. On substituera ensuite ces va- 
leurs dans l'équation (4)9 et, si le reste est nul, ce sera une preuve que 
la valeur de a; a été bien choisie; mais, si ce reste est négatif, on aug- 
mentera la valeur de x, et on la diminuera si le reste est positif. On 
aura ainsi, au moyen d'un petit nombre d'essais, les valeurs de x^ y 
etr; mais;, comme ces inconnues peuvent être susceptibles de plusieurs 
valeurs réelles et positives, il faudra choisir celle qui satisfait exacte- 
ment ou à peu près à l'équation (3)* 

Dans le second cas , c'est-k-dire si l'on a / > ^, on fera usage des 
équations (1), (3) et (4)« et alors ce sera l'équation (2) qui servira de 
vérification. 
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Ayant ainsi les valeurs de ae, y et r, on formera la quantité 

F = j^ (r + A*U0gfl) - Rrco9(E - «) -h « [^îii|=^ - (R'- 1) C09(E - «)] 

— Rax^n(E — a) h- R(R'— i). 

La distance périhélie D de la comète sera 

le cosinus de son anomalie v sera donné par Téquation 

^ r 

et Ton en conclura, par la Table du mouvement des comètes, le temps 
employé à parcourir Tangle v. Pour avoir l'instant du passage au pé- 
rihélie, il faudra ajouter ce temps à l'époque si P est négatif, et l'en 
soustraire si P est positif, parce que, dans le premier cas, la comète 
s'approche du périhélie, au lieu que, dans le second cas, elle s'en 
éloigne. 

Ayant ainsi à peu près la distance périhélie de la comète et l'instant 
de son passage au périhélie, on pourra les corriger par la méthode sui- 
vante, qui a l'avantage d'être indépendante de la connaissance appro- 
chée des autres éléments de l'orbite. 

Détermination exacte des éléments de l'orbite^ lorsque Von connaît à peu 
près la distance périhéUé de la comète et l'instant de son passage 
au périhélie. 

On choisira d'abord trois observations éloignées de la comète; en 
partant ensuite de la distance périhélie de la comète et de l'instant de 
son passage au périhélie, déterminés par ce qui précède, on calculera 
les trois anomalies de la comète et les rayons vecteurs correspondants 
aux instants des trois observations. Soient i^, f^, sf' ces anomalies, celles 
qui précèdent le passage au périhélie devant être supposées négatives; 
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soient de plas r» r\ r" les rayons vecteurs correspondante de lacomëte; 
V — v^ v"— V seront les angles compris entre r et r' et entre r et r"; 
soient U le premier de ces angles, et U' le second. Nommons encore a, 
a, a'' les trois longitudes géocentriques observées de la comète, et rap- 
portées à un équinoxe fixe; 6, 6\ 6'' ses trois latitudes géocentriques, 

« 

les latitudes australes devant être supposées négatives; soient €, S% €^ 
ses trois longitudes héliocentriques correspondantes, et u, u', v^' ses 
trois latitudes héliocentriques. Enfin, nommons E, E', E" les trois lon- 
gitudes correspondantes du Soleil; R, R', R'' ses trois distances au 
centre de la Terre. 

Concevons que la lettre S indique le centre du Soleil, T celui de la 
Terre, C le centre de la comète, et C sa projection sur le plan de Téclip- 
tique. L'angle STC est la différence des longitudes géocentriques du 
Soleil et de la comète; en ajoutant le logarithme du cosinus de cet 
angle au logarithme du cosinus de la latitude géocentrique de la comète, 
on aura le logarithme du cosinus de l'angle STC ; on connaîtra donc 
dans le triangle STC le côté ST ou R, le côté SC ou r, et l'angle STC; 
on aura ajlisi, par la Trigonométrie, l'angle CST. On aura ensuite la 
latitude héliocentrique xs de la comète, au moyen de l'équation 

sinôsinCST 



smiîj = 



sinCTS 



L'angle TSC est le côté d'un triangle sphérique rectangle dont l'hypo- 
ténuse est l'angle TSC, et dont un des côtés est l'angle a; d'où Ton 
tirera facilement l'angle TSC, et par conséquent la longitude hélio- 
centrique ë de la comète. 

On aura de la même manière u', €', xs\ 6", et les valeurs de 6, 6', 6" 
feront connaître si le mouvement de la comète est direct ou rétrograde. 

Si l'on imagine les deux arcs de latitude a et u' réunis au pôle de 
Fécliptique, ils y feront un angle égal à €'— 6, et dans le triangle sphé- 
rique formé par cet angle et par les côtés - — u et - — u', w étant la 

demi-circonférence, le côté opposé k l'angle S'— S sera l'angle au So- 
leil, compris entre les deux rayons vecteurs r et r\ On le déterminera 
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aisément par la Trigonométrie sphérique ou par la formule suivante 

sin^JV --cos2^:cj-hin') — cos*ï(6'— 6) cosmcoscrS 

dans laquelle Y représente cet angle; en sorte que, si l'on nomme A 
l'angle dont le sinus carré est cos*^(ê'-— 6) cosctcosij', et que l'on 
obtiendra facilement par les Tables , on aura 

sin^^V - cos (iisj -}- ^cï'h- A ) cos (^w H- ^cj' - A ) . 

Si l'on nomme pareillement Y' l'angle formé par les deux rayons vec- 
teurs r et r'\ on aura 

sinHV'= cos(inj -Him"-f- A') cos(^Tiy -h icj''- A' ), 

A' étant ce que devient A, lorsque l'on y change u' et 6' dans xs" et ^'*. 

Maintenant, si la distance périhélie de la comète et l'instant du pas- 
sage de la comète au périhélie étaient exactement déterminés, et si les 
observations étaient rigoureuses, on aurait 

mais, comme cela n'arrivera presque jamais, on supposera 

Nous observerons ici que le calcul du triangle STG donne pour l'angle 
CST deux valeurs différentes : le plus souvent, la nature du mouve- 
ment de la comète fera connaître celle dont on doit faire usage, sur- 
tout si ces deux valeurs sont fort différentes; car alors l'une d'elles 
placera la comète plus loin que l'autre de la Terre, et il sera facile de 
juger, par le mouvement apparent de la comète à l'instant de l'obser- 
vation, laquelle doit être préférée; mais, s'il reste de l'incertitude à cet 
égard, on pourra toujours la lever, en observant de choisir la valeur 
qui rend V et V' peu différents de U et de U . 

On fera ensuite une seconde hypothèse, dans laquelle, en conservant 
le même instant du passage par le périhélie que ci -dessus, on fera 

Œuvres de L. — I. 3?. 
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varier la dirtanee périhélie d'une petite quantité» par exraiple»»d0la 

cinquantième partie de sa valeur, et Ton cherchera, dans cette hypo- 
thèse^ les valeurs de U — V et de U — V; soit alors 

Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle , en conser- 
vant la même distance périhélie que dans la première, on fera varier 
d*un demi-jour ou d'un jour, plus ou moins, l'instant du passage par 
le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle hypothèse, les valeurs 

de U - V et de U - V. Soit alors 

Cela posé, si l'on nomme u le nombre par lequel on doit multiplier la 
variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, 
et / le nombre par lequel on doit multiplier la variation supposée dans 
l'instant du passage par le périhélie pour avoir le véritable instant, on 
aura les deux équations suivantes 

(m — n) in- (m — p] t = m, 

(m' — n') u -h {tn'—p') tz=z m', 

d'où l'on tirera u et /, et par conséquent la distance périhélie corrigée 
et le véritable instant du passage de la comète au périhélie. 

Les corrections précédentes supposent que les éléments déterminés 
par la première approximation sontassez approchés pour traiter comme 
infiniment petites leurs erreurs ; mais, si la seconde approximation ne 
paraissait pas encore suffisante, on pourrait recourir à une troisièmet 
en opérant sur les éléments déjà corrigés comme on l'a fait sur les 
premiers; il faudrait seulement avoir l'attention de leur faire subir de 
plus petites variations. Il suffira même de calculer par ces éléments 
corrigés les valeurs de U — V et de U' — V; en les désignant par H 
et M', on les substituera pour m et m! dans les seconds membres des 
deux équations précédentes; on aura ainsi deux nouvelles équations, 
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qui donneront les valeurs de li et de / relatives aux corrections de ces 
nouveaux éléments. rr i' 

Ayant ainsi la vraie distance périhélie et le véritable instant du pas- 
sage de la comète au périhélie, on en conclura de cette manière les 
autres éléments de Torbite. 

Soienty la longitude du nœud qui serait ascendant si le mouvement 
de la comète était direct, et 9 l'inclinaison de l'orbite; on aura, en 
comparant la première et la dernière observation, 

. tang Gj sin 6" — lang cj^^in 6 
^•^ ~ langGjcos6''— langui'^ cosê' 

langer" 

langcp:^: -:—]-£--—:' 

Comme on peut comparer ainsi deux à deux les trois observations, il 
sera plus exact de choisir celles qui donnent aux fractions précédentes 
les plus grands numérateurs et les plus grands dénominateurs. 

Tangy pouvant appartenir également aux deux angles y et 7c+y\ 
y étant le plus petit des angles positifs auxquels appartient sa valeur, 
pour déterminer celui des deux angles qu'il faut choisir, on observera 
que 9 est positif et moindre qu'un angle droit, et qu'ainsi sin(6"— y ) 
doit être du même signe que tango''. Cette condition déterminera 
l'angle y, et cet angle sera la position du nœud ascendant, si le 
mouvement de la comète est direct; mais, si ce mouvement est rétro- 
grade, il faudra ajouter deux angles droits à l'angle y pour avoir la 
position de ce nœud. 

L'hypoténuse du triangle sphérique dont 6' —y et o" sont les côtés 
est la distance de la comète à son nœud ascendant dans la troisième 
observation,, et la différence entre {^" et cette hypoténuse est l'intervalle 
entre le nœud et le périhélie, compté sur l'orbite. 

Si l'on veut donner à la théorie d'une comète toute la précision que 
les observations comportent, il faut l'établir sur l'ensemble des meil- 
leures observations, ce que l'on pourra faire ainsi. Marquons d'un 
trait, de deux traits, etc., les lettres m, n, /?, relatives à la seconde 

32. 
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observation, à la troisième, etc., comparées toutes à la première obser- 
vation : on formera les équations 

(m — n) u '\- [m — p) t -i- m, 
(m'" n')u-^ (m' — p')t = m\ 

de. 

En combinant ensuite ces équations de la manière la plus avantageuse 
pour déterminer u et t, on aura les corrections de la distance périhélie 
et de rinstant du passage au périhélie, fondées sur l'ensemble de ces 
observations. On en conclura les valeurs de 6, 6', 6",. . . , nr, xs\ xs'\ .... 
et Ton aura 

. tangTîy(sin6^ -f- sin€''+. . .) — sin6(tangiîy'-MangcT^-t-. . .) 
^•^ " tangiii(cos6'H-cosé"H-. . .) — cos6(lang5y'-4-langcj^-!-. . .j' 

tangro' -f- tanggy'' -f- . . . 
^^^"9^ sin(g'-j) -+- (sine"- y) -+-. . • ' 

38. Il existe un cas, à la vérité fort rare, dans lequel l'orbite d'une 
comète peut être déterminée d'une manière rigoureuse et simple : c'est 
le cas où la comète a été observée dans ses deux nœuds. La droite qui 
joint ses deux positions observées passe alors par le centre du Soleil, 
et se confond avec la ligne des nœuds. La longueur de cette droite est 
déterminée par le temps écoulé entre les deux observations; en nom- 
mant T ce temps, réduit en décimales de jour, et en désignant par c 
la droite dont il s'agit, on aura, par le n^ 27, 



8 / ^pi" 

2 V (9^,688^6)^ 



^^■^Vi?; 



Soit maintenant 6 la longitude héliocentrique de la comète au moment 
de la première observation ; soient r son rayon vecteur, p sa distance à la 
Terre, et a sa longitude géocentrique. Soient encore R le rayon de l'orbe 
terrestre au même instant, et E la longitude correspondante du Soleil; 
on aura 

rsinê = psina -- RsinE, 
r cosê = p cosa — R cosE. 
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X -H 6 sera la longitude héliocentrique de la comète à l'instant de la 
seconde observation, et, si Ton marque d'un trait les quantités r, a, 
p, R et E, relatives à ce même instant, on aura 

r'sinêr^R'sinE'-p'sina', 
r' cos 6 = R' cosE' — p' cos a . 

Ces quatre équations donnent 

■ 

g _ psina — RsinE p'sina' — R' sinE' 
~ p cos« — R cosE " p'cosa' — R'cosE'' 

d'où l'on tire 

,__ RR^sin(E -EM -R>sin(g-E'; 
^ ~" psin(a'— a) — Rsin^a' — E) 

On a ensuite 

r : r' ) sinS = p sina — p' sina' — R sinE -+- R' sinE', 
y -h r'] cosS — pcosa — p'cosa'— ReosE -4- R'cosE'. 

En carrant ces deux équations, en les ajoutant ensuite, et substituant c 
au lieu de r-f- r\ on aura 

C^ rr^ h} - 2RR' cos (E' - E) r R'^ 

-+- 2p[R'cos(a— E') — Rcos(a— E)] 
-!-2p'[Rcos(a'-E) -R'cos(a'~E')] 
-hp^— 2pp'c0S''a'~ a) H-p'2. 

Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de p', sa valeur précédente 
en p, on aura une équation en p, du quatrième degré, que l'on pourra 
résoudre par les méthodes connues; mais il sera plus simple de sup- 
poser à p une valeur quelconque, d'en conclure la valeur de p', de sub- 
stituer ces valeurs de p et de p' dans l'équation précédente , et de voir 
si elles y satisfont. Un petit nombre d'essais suffira pour déterminer 
avec précision p et p'. 

Au moyen de ces quantités, on aura 6, r et r'. Si l'on nomme s^ 
l'angle que le rayon r fait avec la distance périhélie, que nous désigne- 
rons par D, ir — (^ sera l'angle formé par cette même distance et par le 
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rayon r ; on aura ainsi , par le n^ 23, . 



re qui donne 



D 

COS^yv' 




tangH^--^,' 


D '•'■' 


mJ 

r-h r 



On aura donc l'anomalie s^ de la comète à l'instant de la première ob- 
servation , et sa distance périhélie D, d'où il est facile de conclure la 
position du périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point. 
Ainsi, des cinq éléments de l'orbite de la comète, quatre sont connus* 
savoir : la distance périhélie, la position du périhélie, l'instant du pas- 
sage de la comète par ce point et la position du nœud. Il ne restera 
plus à connaître que l'inclinaison de l'orbite; mais pour cela il sera 
nécessaire de recourir à une troisième observation, qui servira d'ail- 
leurs à choisir, parmi les différentes racines réelles et positives de l'é- 
quation en p, celle dont on doit faire usage. 

39. La supposition du mouvement parabolique des comètes n'est pas 
rigoureuse; elle est même infiniment peu probable, vu le nombre infini 
des cas qui donnent un mouvement elliptique ou hyperbolique, relati- 
vement à ceux qui déterminent le mouvement parabolique. D'ailleurs 
une comète mue dans un orbe soit parabolique, soit hyperbolique, ne 
serait visible qu'une fois; ainsi l'on peut supposer avec vraisemblance 
que les comètes qui décrivent ces courbes, s'il en existe quelques-unes, 
ont depuis longtemps disparu, en sorte que nous n'observons aujour- 
d'hui que celles qui, mues dans «des orbes rentrants, sont ramenées 
sans cesse, à des intervalles plus ou moins grands, dans les régions de 
l'espace voisines du Soleil. On pourra par la méthode suivante déter- 
miner, à quelques années près, la durée de leurs révolutions, lorsque 
l'on aura un grand nombre d'observations très-précises, avant et après 
le passage au périhélie. 

Pour cela, supposons que l'on ait quatre ou un plus grand nombre 
de bonnes observations qui embrassent toute la partie visible de For- 
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bite , et que l'on ait déterminé par la méthode précédente la parabole 
qui satisfait à peu près à ces observations. Soient f^, i^\ s^'\ ^"'^ ... les 
anomalies correspondantes; r, r\ r\ f\ ... les rayons vecteurs cor- 
respondants. Soit encore 

Gela posé, on calculera par la méthode précédente, avec la parabole 
déjà trouvée, les valeurs de U, U', U", . . . , V, V, V", Soit 

m - U - V, m r:= U' - V, m! --: U" - V", m' ^ U'^- V", .... 

On fera ensuite varier d'une très-petite quantité la distance périhélie 
dans cette parabole; soit, dans cette hypothèse, 

n-r..U -V, /i'---^U'-V', n'f---\j"-y\ n!" rU"-V", .... 

On formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en conservant la 
même distance périhélie que dans la première, on fera varier d'une 
très-petite quantité l'instant du passage par le périhélie; soit alors 

p-^U-V, /:^-U'-V', f.~.\^"-^\ f --::\^"'-\'% .... 

Enfin, on calculera, avec la distance périhélie et l'instant du passage de 
la comète au périhélie de la première hypothèse, l'angle 9 et le rayon 
vecteur r, en supposant Torbe elliptique, et la différence i — e de sofi 
excentricité d'avec l'unité égale à une très-petite quantité, par exemple 
à •^. Pour avoir la valeur de l'angle v dans cette hypothèse, il suffira, 
par le n^ 23, d'ajouter à l'anomalie ç^ calculée dans la parabole de la 
première hypothèse, un petit angle dont le sinus est 

^(i — e) lang5^v(4 — Scos^^i^ — 6cos*^i^). 
En substituant ensuite dans l'équation 



cos^ 



»_(.._ I__?U.ng4«'). 



au lieu de v^ cette anomalie ainsi calculée dans l'ellipse, on aura le 
rayon vecteur r correspondant. On calculera de la même manière v', r\ 
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^"y /•", ç", r'\ . . . , d'où l'on tirera les valeurs de U, U', U", U", . . . , et, 
par le n^ 37, celles de V, V, V", V*, Soit, dans ce cas, 

?^U-V, q'-^.X^'-y, ç'^-^U"-V^ q'^^H^-W, .... 

Nommons enfin u le nombre par lequel on doit multiplier la variation 
supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, / le nombre 
par lequel on doit multiplier la variation supposée dans Tinstant du 
passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant, et s le nombre 
par lequel on doit multiplier la valeur supposée pour i — e pour avoir 
la véritable; on formera les équations 

[m — n] u-\- [m — p] t -r- [m — q] s=:mf 
[m' — n' ) u -h {m' — p' ) t -^ (m' — q' ) s ~ m' y 
(m''- n") u -4- [m"- p^'t-^ [m"- q^) s r--. m^ 
I m*'— n") u -+- [mT—pf] t h- [m"— q^) s ■-- iw", 



On déterminera, au moyen de ces équations, les valeurs de u, /, ^, d'où 
Ton tirera la vraie distance périhélie, le véritable instant du passage de 
la comète au périhélie, et la vraie valeur de i — e. Soient D la distance 

périhélie, et a le demi-grand axe de l'orbite; on aura a~ — ^ — ; le 
temps de la révolution sidérale de la comète sera exprimé par un 

s 
s / D \^ 

nombre d'années sidérales égal à a^ ou à l~_— ) ' ^^ moyenne di- 
stance du Soleil à la Terre étant prise pour unité. On aura ensuite, par 
le n® 37, l'inclinaison de l'orbite et la position du nœud. 

Quelque précision que l'on apporte dans les observations, elles lais- 
seront toujours de l'incertitude sur la durée de la révolution des co- 
mètes. La méthode la plus exacte pour la déterminer consiste à comparer 
les observations d'une comète dans deux révolutions consécutives; mais 
ce moyen n'est praticable que lorsque la suite des temps ramène la co- 
mète vers son périhélie. 
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CHAPITRE V. 



MÉTHODES GÉNÉRALES POUR DÉTERMINER PAR DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 

LES MOUVEMENTS DES CORPS CÉLESTES. 



40. Nous n'avons considéré, dans la première approximation des 
mouvements des corps célestes, que les forces principales qui les 
animent, et nous en avons déduit les lois du mouvement elliptique. 
Nous aurons égard, dans les recherches suivantes, aux forces perturba- 
trices de ce mouvement. L'action de ces forces ne fait qu'ajouter des 
petits termes aux équations différentielles du mouvement elliptique, 
dont nous avons donné précédemment les intégrales finies : il faut 
maintenant déterminer par des approximations successives les inté- 
grales des mêmes équations augmentées des termes dus à l'action des 
forces perturbatrices. Voici, pour cet objet, une méthode générale, 
quels que soient le nombre et le degré des équations différentielles 
dont on se propose de trouver des intégrales de plus en plus ap- 
prochées. 

Supposons que l'on ait, entre les n variables y, y\ y\ ... et la va- 
riable t dont l'élément dt est regardé comme constant, les n équations 
différentielles 

rf'V 



P» Q» P'» Q'» . • . étant des fonctions de /, j, j', . . . et de leurs diffé- 
rences jusqu'à l'ordre i — i inclusivement, et a étant un très-petit 

Œuvres de L, — I. 33 
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coefficient constant, qui, dans la théorie des mouvements célestes, est 
de Tordre des forces perturbatrices. Supposons ensuite que Ton ait les 
intégrales finies de ces équations, lorsque Q, Q', . . . sont nuls; en les 
différentiant chacune i—i fois de suite, elles formeront avec leurs 
différentielles in équations, au moyen desquelles on pourra déterminer 
par rélimination les arbitraires c, c\ c'\ . . . , en fonction de U y* y\ 
y'\ ... et de leurs différences jusqu'à Tordre i — i. En désignant donc 
par V, V, V'\ ... ces fonctions, on aura 

Ces équations sont les in intégrales de l'ordre i — i que les équations 
différentielles doivent avoir, et qui, par Télimination des différences 
des variables, donnent leurs intégrales finies. 

Maintenant, si Ton différentie les intégrales précédentes de Tordre 
/ — I , on aura 

or^rfV, o^dV, Q^.dS\ .... 

Or il est clair que, ces dernières équations étant différentielles de 
Tordre «, sans renfermer d'arbitraires, elles ne peuvent être que les 
sommes des équations 

multipliées chacune par des facteurs convenables pour que ces sommes 
soient des différences exactes. En nommant donc F^/, F'cb, ... les fac- 
teurs qui doivent multiplier respectivement ces équations pour former 
la suivante o =: rfV; en nommant pareillement Hcfe, H'rf/, ... les fac- 
teurs qui doivent multiplier respectivement les mêmes équations pour 
former celle-ci o -- rfV, et ainsi du reste, on aura 

dv . = Hrf/ (g: -,- p) -. wdt ( 1^ + P' ) -K . . . . 
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F, F,..., Hf H',..M etc. sont des fonctions de t, y, y\ y%... et de leurs 
différences jusqu'à l'ordre i — i : il est facile de les déterminer lorsque 

V, V, . . . sont connus; car F est évidemment le coefficient de -^ dans 

la différentielle de V; F' est le coefficient de -^^ dans la même diffé- 
rentielle, et ainsi de suite. Pareillement, H, H\... sont les coefficients 
de -T^» '-j^-> • • • dans la différentielle de V, etc. Amsi, puisque Ton est 
supposé connaître les fonctions V, V, . . . , en les différentiant unique- 

ment par rapport à ■^pzr^'> —jjrv' " "> ^^ ^^^^ '^^ facteurs par lesquels 
on doit multiplier les équations différentielles 

d'Y D d'Y' n, ^ 

pour avoir des différences exactes. Cela posé : 
Reprenons les équations différentielles 

o :.. ^ + P H «Q, o^ ^Ç -^ P'4-aQ', .... 

Si l'on multiplie la première par Ydt, la seconde par Y'dty et ainsi du 
reste, on aura, en les ajoutant, 

o=:rfV-+-arf/(FQ-^F'0'H-...); 

on aura de la même manière 

o r r rf V - a rf/ ( HQ -h H' Q -I- . . . ), 



d'où l'on tire, en intégrant, 

c - ocfdt[¥Q -f FQ-h... ; ^ V, 



On aura ainsi m équations différentielles qui seront de la même forme 

33. 



260i)L il ffl;ÉCA.MQUBCÉ£ESIBEitI/:iM*l 

quedansile «as oiî Q, Qly^.jj sont nuls, flveo^la'teHleidîffép*eDee que les 
arbitraires c, c\ c'\ . . . doivent être changées dans • ^- 

c-«/<//(FQ + FQ'+...). c'-«/rf/(HQ + H'Q' 4- .'..). •••• 

t 
é 

Or, si, dans la supposition de Q, Q', . • . égaux. à zéro, on élimine des 
in intégrales de l'ordre i — i les différences des variables 7, y',.. ., 
on aura les n intégrales finies des équations proposées; on aura donc 
ces mêmes in tégrales^ lorsque Q, Q', . . . ne sont pas nuls, en cliangeant 
dans les premières intégrales c, c', . . . dans c — xfdi{¥Q-h . . .), 
c'-x/rf/(HQH-...) 

41. Si les différentielles 

sont exactes, on aura par la méthode précédente les intégrales iinies 
des équations différentielles proposées; mais cela n'a lieu que dans 
quelques cas particuliers, dont le plus étendu et le plus intéressant est 
relui dans lequel ces équations sont linéaires. Supposons ainsi P, P',... 
fonctions linéaires de y, y', . . . et de leurs différences jusqu'à l'ordre 
I — I , sans aucun terme indépendant de ces variables, et considérons 
d'abord le cas dans lequel Q, Q', . . . sont nuls. Les équations différen- 
tielles étant linéaires, leurs intégrales successives seront pareillement 
linéaires, en sorte que, c = V, c' = V', ... étant les in intégrales de 
i — ï des équations différentielles linéaires 

« 

V, V , . . . peuvent être supposés des fonctions linéaires de j, ^ , . . . et 
de leurs différences jusqu'à l'ordre 1 — r . Pour le faire voir, supposons, 
dans les expressions dey,y\ . . . , la constante arbitraire c égale à une 
quantité déterminée, plus à l'indéterminée Se; la constante arbitraire c' 
égale à une quantité déterminée, plus à l'indéterminée ^, etc.; en 
réduisant ces expressions en séries ordonnées par rapport aux puis- 
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saaces et aux produits de^, ^V^w^son aura, par les formules du 

n? 21, - •; • 

^ ^ dY ^ , dY Sc^ d^Y 

•^ ^c de 1.2 Oc^ 

•^ de de 1.2 de* 



dY 

Y, Y\ -:r~9 • • • étant des fonctions de t sans arbitraires. En substituant 
de 

ces valeurs dans les équations différentielles proposées, il est clair que, 
&?,&?',•.. étant indéterminés, les coefficients des premières puissances 
de chacun d'eux doivent être nuls dans ces diverses équations. Or, ces 
équations étant linéaires, on aura évidemment les termes affectés des 

premières puissances de Se, Je', . . . , en y substituant y Se 4- y Sc'-h . . . 

au lieu de y, ^ — Se 4- -yr Se' -h ... au lieu de y' , etc. Ces expressions 

de y, j, . . . satisfont donc séparément aux équations différentielles 

proposées, et, comme elles renferment les in arbitraires Se, Se' 

elles en sont les intégrales complètes. On voit ainsi que les arbitraires 
existent sous une forme linéaire dans les expressions de y, y\ - --, et 
par conséquent aussi dans leurs différentielles; d'où il est aisé de 
conclure que les variables y, j, . . . et leurs différences peuvent être 
supposées sous une forme linéaire dans les intégrales successives des 
équations différentielles proposées. 

Il suit de là que, F, F', . . . étant les coefficients de ^> ~^^" ^^"^ 

la différentielle de V; H, H', . . . étant les coefficients des mêmes diffé- 
rences dans la différentielle de V', et ainsi du reste, ces quantités sont 
fonctions de la seule variable t. Partant, si l'on suppose Q, Q', . . . fonc- 
tions de t seul, les différences 

seront exactes. 
De là résulte un moyen simple d'avoir les intégrales d'un nombre 
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quelconque n d'équations différentielles linéâives de r<M*dre i\ et Ifoi 
renferment des ternies quelconques aQ, <rQ',.: . , fonctions de la seule 
variable t, lorsque Ton sait intégrer les mêmes équations dans le cas 
où ces termes sont nuls ; car alors, si Ton différentie leurs n intégrales 
finies i — i fois de suite, on aura in équations qui donneront, par Téli- 
mination, les valeurs des in arbitraires c, c',... en fonction de t^y^y^... 
et des différences de ces variables jusqu'à Tordre i-f-i* On formera 
ainsi les in équations 

Cela posé, F, F', . . . seront les coefficients de . _; ? -^tt-V ' * ' ' ^^^^ ^• 

H, H\ ... seront les coefficients des mêmes différences dans Y', et 
ainsi du reste ; on aura donc les intégrales finies des équations diffé- 
rentielles linéaires 

en changeant, dans les intégrales finies de ces équations privées de 
leurs derniers termes aQ, aQ', . . . , les arbitraires c, c\ , , . dans 

c - aJ'dt{¥Q.- F'Q -i- . /, c - a/rf/(HQ -h H'Q'-^ . . . ;, .... 

Considérons, par exemple, Téquation différentielle linéaire 



o 



di 



j H £i»/-+-aQ. 



d^v 
L'intégrale finie de l'équation o - ~ -f- a^y est 



c c 

y=^ - sxnat -\ cosa/, 

a a 



c et c' étant arbitraires. Cette intégrale donne, en la différentiant, 

dy 

S- ccoso/ - c'sinrt/. 

dt 
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Si FoQ combine côtteMlifferôntiôlle' avec l'intégrale eUé-méme, onfor^ 
mera les éeux intégrales da> premier ordre i t 

• c .^(i/sina/ H- ~ eosa/, 

c - - ay cosal — -~ smat ; 

ainsi Ton aura dans ce cas 

F ^rzz cosai, H — — sinat. 
L'intégrale complète de la proposée sera donc 

c . c' ocsïnat ^^ , ^ ato^at .^ , . 

Il est facile d'en conduire que, si Q est composé de termes de la forme 

• • * ■ 

K . (mZ-f-e), chacun de ces termes produira dans la valeur de y 
le terme correspondant 

(xK sin 



m^ ^ a'^ cos 



'm/-i-e). 



sifi 

Si m est égal à a, le terme K. {mt-\-e) produira dans j : i" le 
terme — 7-7 (^^ "^ ^)» q^î» étant compris dans les deux termes 

- smat H — cosa/, peut être netrliRe ; 2*" le terme ± . (at-h t), 

le signe H- ayant lieu si le terme de l'expression de Q est un sinus, et 
le signe — ayant lieu si ce terme est un cosinus. On voit ainsi comment 
Tare / se produit hors des signes sinus et cosinus dans les valeurs de 
J» J» • • • » par l^s intégrations successives, quoique les équations diffé- 
rentielles ne le renferment point sous cette forme. Il est clair que cela 
aura lieu toutes les fois que les fonctions FQ, F'Q', . . . , HQ, H'Q', . . . 
renfermeront des termes constants. 

42. Si les différences rf/(FQ -h . . .), rf/(HQ -4- . . .}, ... ne sont pas, 
exactes, l'analyse précédente ne donnera point leurs intégrales rigou- 
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reuses; mais elle offre un moyen simple d'avoir des intégrales de plus 
en plus approchées, lorsque a est fort petit et lorsque Ton a les yaleurs 
de y, y\..-f dans la supposition de a nul. En différentiant ces valeurs 
/ — I fois de suite, on formera les équations différentielles de Tordre 
I— I 

Les coefficients de ^ > -^ît' ' * ' ^^^^ '®® différentielles de Vr V, . . . . 

étant les valeurs de F, F', . . . , H, H, . . . , on les substituera dans les 
fonctions différentielles 

rf/(FQ4-F'Q . . ;, c//(HQ-hHQV...)» • 

Ensuite on substituera dans ces fonctions, au lieu de j, y\ . . . , leurs 

premières valeurs approchées, ce qui rendra ces différences fonctions 

de l et des arbitraires c, c , Soient Tdt, Tdt, . . . ces fonctions. Si 

Ton change, dans les premières valeurs approchées dey,y\..., les 

arbitraires c, c, . . . , respectivement dans c — (xfTdt, c — x/Vdi^ . . . , 

on aura les secondes valeurs approchées de ces variables. 

On substituera de nouveau ces secondes valeurs dans les fonctions 

différentielles 

rf/(FQ f-.. ;, rf/(HQ-h..), ...; 

or il est visible que ces fonctions sont alors ce que deviennent celles-K^i 
Tdt, Tdt, . . . , lorsque Ton y change les arbitraires c, c\ . . . dans 

c — oijldt, c — cnJTdty Soient donc T,, T , . . . ce que deviennent 

T, T', . . . par ces changements : on aura les troisièmes valeurs appro- 
chées de j, j', . . . , en changeant, dans les premières, c, c', . . . res- 
pectivement dans c — a/T, dt, c'— a/T dt, 

Nommons pareillement T,,, 'T,... ce que deviennent T, T', .... 
lorsque Ton y change c, c , . . . dans c — a/T, dt, c — oifT^dtj ... : 
on aura les quatrièmes valeurs approchées de y, y', ... , en changeant, 
dans les premières valeurs approchées de ces variables, c, c', . . . dans 
c — xfT^^dt, c'— xfT^dt, . . . , et ainsi de suite. 
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* 

t .NQua veiiTong. ci-q)jpè& que la détermînaUcMO^ ^ inouyeineiits céJesties 
défend presque toujours d' èquationa différeptialles de la f^i^fip^ , 

^ ■ ■■'•■.:<. 

Q étant une fonction rationnelle et entière de y, de sinus et de cosinus 
d'angles croissant proportionnellement au temps représenté par /. Voici 
le moyen le plus flacile dlntégreï* cette équation. 
• On supposera d'abord a nul, et Ton aura, par le numéro précédent, 
une première valeur de y. 

On substituera cette valeur dans Q, qui deviendra ainsi une fonction 
rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles proportionnels à /. 
En intégrant ensuite l'équation différentielle, on aura une seconde va- 
leur de y, approchée jusqu'aux quantités de l'ordre a inclusivement. 

On substituera de nouveau cette valeur dans Q, et, en intégrant 
l'équation différentielle, on aura une troisième valeur approchée de j, 
et ainsi de suite. 

Cette manière d'intégrer par approximation les équations différen- 
tielles des mouvements célestes, quoique la plus simple de toutes, a 
cependant l'inconvénient de donner, dans les expressions des variables 
y, y',..., des arcs de cercle hors des signes sinus et cosinus, dans le cas 
même où ces arcs n'existent point dans les valeurs rigoureuses de ces 
variables; on conçoit en effet que, si ces valeurs renferment des sinus 
ou des cosinus d'angles de l'ordre a/, ces sinus ou cosinus doivent se 
présenter sous la forme de séries dans les valeurs approchées que l'on 
trouve par la méthode précédente, puisque ces dernières valeurs sont 
ordonnées par rapport aux puissances de a. Ce développement en séries 
des sinus et cosinus d'angles de Tordre a/ cesse d'être exact lorsque, 
par la suite des temps, l'arc at devient considérable; les valeurs appro- 
chées de y, y\... ne peuvent donc point s'étendre à un temps illimité. 
Comme il importe d'avoir des valeurs qui embrassent les siècles passés 
et à venir, le retour des arcs de cercle» que renferment les valeurs ap- 
prochées, aux fonctions qui les produisent par leur développement en 

Œuvres de L. — I. 34 
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séries, est un problème délicat et intéressaat d'Ajtalyse/ Voici^ pour le 
résoudre, une méthode générale et fort simple. 

43. Considérons L'équation différentielle de l'ordre i 

a étant très- petit, et P et Q étant des fonctions algébriques de y^ 

^9 • • 9 ^^7=7 9 et de sinus et de cosinus d'angles croissant proportUn- 

nellement à i. Supposons que Ton ait l'intégrale complète de' cette 
équation différentielle, dans le cas de a=: o, et que la valeur dé y, 
donnée par cette intégrale, ne renferme point l'arc t hors des signes 
sinus et cosinus; supposons ensuite qu'en intégrant cette équation par 
la méthode précédente d'approximation, lorsque oc n'est pas nuU on ait 

X, Y, Z, .. . étant des fonctions périodiques de /, qui renferment lès 
I arbitraires c, c\ &\ . . . , et les puissances de /, dans cette expression 
de yf s'étendant à l'infini par les approximations successives. Il est 
visible que les coefficients de ces puissances décroîtront avec d^autant 
plus de rapidité que a sera plus petit. Dans la théorie des mouvements 
des corps célestes, a exprime l'ordre des forces perturbatrices, relati- 
vement aux forces principales qui les animent. , 
Si l'on substitue la valeur précédente de y dans la fonction 

elle prendra cette forme 

k^ k\ k'\ . . • étant des fonctions périodiques de i; mais» par la sup* 
position, la valeur de y satis£atit à l'équation différentielle 
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on doit donc avoir identiquement 

Si kf k^ k\... n'étaient pas nuls, cette équation donnerait, par le 
retour des suites, l'arc / en fonction de sinus et de cosinus d'angles 
proportionnels à /; en supposant donc oc infiniment petit, on aurait / 
égal à une fonction finie de sinus et de cosinus d'angles semblables, 
ce qui est impossible; ainsi les fonctions ^, if , . . . sont identiquement 
nulles. 

Maintenant, si l'arc i n'est élevé qu'à la première puissance sous les 
signes sinus et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des mouve- 
ments célestes, cet arc ne sera point produit par les différences suc- 
cessives dey; en substituant donc la valeur précédente dey dans la 

fonction g^ -f- F 4- aQ, la fonction A -f^ if / -f- . . . , dans laquelle elle 

se transforme, ne contiendra l'arc /, hors des signes sinus et cosinus, 
qu'autant qu'il est déjà renfermé dans y; ainsi, en changeant, dans 
l'expression de y, l'arc /, hors des signes périodiques, dans / — 6, 
6 étant une constante quelconque, la fonction ^ + iP/ h- . . • se changera 
dans ^ H- iP(/ — 6) -I- . . . , et, puisque cette dernière fonction est iden- 
tiquement nulle, en vertu des équations identiques ^= o, A'= o, . . . , 
il en résulte que l'expression 

j = X -h (/ - ô) Y -f- (f - 9)«Z H- . . . 
satisfait encore à l'équation différentielle 

Quoique cette seconde valeur de y semble renfermer i h- i arbitraires, 

savoir les i arbitraires c, c', c'\ ... et l'arbitraire 6, cependant elle ne 

peut en contenir que le nombre i qui soient distinctes entre elles. Il est 

donc nécessaire que, par un changement convenable dans les constantes 

c, cf,cf\..., l'arbitraire 6 puisse disparaître de cette seconde expression 

dey, et qu'ainsi elle coïncide avec la pr^nière. Cette considération va 

34. 
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nous fournir le moyen d'en faire disparaître l'es arcs de cercle hors dés' 
signes périodiques. 
Donnons à la seconde expression de y la forme suivante 

dr 
Puisque nous supposons que 6 disparait de y^ on aura ^ == o, et par 

conséquent • 

"^* âe ^'[ ^'M 

m 

En différentiant successivement cette équation, on aura 



dR _d»X , d*R 

de ~~ de-' "^ ' ' dd* 






d'où il est facile de conclure, en éliminant R et ses différentielles de 
l'expression précédente de y, 

^ - ^ ^ '^ - ^1 de ^ ^rv iw^ -z^ir -dê^ 



• > • • 



X est (onction de / et des constantes c, c\ c'\ . . . , et, comme ces con- 
stantes sont fonctions de 6, X est une fonction de / et de 6, que nous 
pouvons représenter par (p(/, 6). L'expression de j est, par la formule (i) 
du n** 21, le développement de la fonction (p(/, 6 h- / — 0) suivant les 
puissances de / — ; on a donc J — ? f ^, 6 ) ; d'où il suit que l'on aura y^ 
en changeant 6 en / dans X. Le problème se réduit ainsi à déterminer X 
en fonction de / et de 0, et par conséquent à déterminer c, c\ c'\ ... en 
fonction de 6. 
Pour cela, reprenons l'équation 

Puisque la constante 6 est supposée disparaître de cette expression de^, 



i i 
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on /^ui;a, l'équation identij^ue 

En appliquant à cette équation le raisonnement que nous avons fait 
sur celle-ci, o — k-hk't-h k't^ -h . . . , on voit que les coefficients des 
puissances successives de / — doivent se réduire d'eux-mêmes à 
zéro. Les fonctions X, Y, Z, . . . ne^renferment 6 qu'autant qu'il est 
contenu dans c, c , . . . , en sorte que, pour former les différences 

partielles -^> ^> 55"'* "' *' suffit de faire varier c, c , . . . dans ces 
fonctions, ce qui donne 

dy. dX de f)X de' dX de" 



dB de de ■ de' dO "^ à?' dd 

âY_âY de àYdc^ dY dc^ 
de "" de dé ~^' de' de '^' d&' de 



* » 



Maintenant il peut arriver que quelques-unes des arbitraires c, c\ c'\... 
multiplient l'arc / dans les fonctions périodiques X, Y, Z, . . . ; la dif- 
férentiation de ces fonctions relativement à 0, ou, ce qui est la même 
chose, relativement à ces arbitraires, développera cet arc et le fera 

sortir hors des signes des fonctions périodiques; les différences -rg^S 

dY dZ , 1 A 

de"' dë^'" ^^^^^^ ^'^''^ "^ ^^**^ forme 

dY 

de * -+-^* > 
de '' ^^^ ' 



% 
( 



X', X", Y, Y", Z', Z", . . . étant des fonctions périodiques de t, et ren- 
fermant de plus les arbitraires c, c\ c",... et leurs premières diffé- 



rences divisées par d^, différences qui n'entrent dan3 oes.foii^tîoiigqiift 
sous une forme linéaire. On aura donc 



' I,. :' . 



^=.X'+9X"+(/-e)x», 

* ■ 

jI =:Z'-4-ôz-'^-(/~e)z^ 



En substituant ces valeurs dans l'équation (a), on aura 

-+-(/-e)MZ'H-ez*'-hY''- 3S) 



d'où Ton tire, en égalant séparément à zéro les coefiBcients des puis- 
sances de / — 6, 

0:rrX'H-ôX"-Y, 

o=rY'-f-ôY"-f-X''--2Z, 



Si l'on différentie la première de ces équations i — i fois de suite par 
rapport à /, on en tirera autant d'équations entre les quantités c, c^, 
c'\ ... et leurs premières différences divisées par c^; en intégrant en- 
suite ces nouvelles équations par rapport à 0, on aura ces constantes 
en fonction de 6. Presque toujours l'inspection seule de la première des 
équations précédentes suffira pour avoir les équations différentielles 
en c, c\ c\ . . . , en comparant séparément les coe£5cients des sinus et 
des cosinus qu'elle renferme; car il est visible que, les valeurs de c, 
c\ . . . étant indépendantes de /, les équations différentielles qui les 
déterminent doivent pareillement en être indépendantes. La simplicité 
que cette considération apporte dans les calculs est un des principaux 
avantages de cette méthode. Le plus souvent, ces équations ne seront 



PREMlttaE^FJkftrt^i/ ti^KE II. «if 

întégHtblés 'ijhé )>ai^ d^'s'^p]|>^i^oiLild mii pourront in- 

troduire l'arc 6 hors des signes pénocliques» 'dans les valeurs de c, c , . . . , 
alors même que cet arc ne se rencontre p(^nt afitisi dans les intégrales 
rigoureuses; mais on le fera disparaître par la méthode que nous venons 
d'exposer. ' 

Il peut arriver que la première des équations précédentes et ses 
I — I différentielles en t iie donnent point un nombre i d'équations 
distinctes, entre les quantités c, c\ c", ... et leurs différences. Dans ce 
cas, il faudra recourir à la seconde équation et aux suivantes. 

Lorsque l'on aura ainsi déterminé les valeurs de c,<>i c'\. . . en fonc- 
tion de 6, on les substituera dans X, et, en y changeant ensuite 9 en /, 
on aura la valeur de y, sans arcs de cercle hors des signes périodiques, 
lorsque cela est possi{)le. Si cette valeur en conservait encore, ce serait 
une preuve qu'ils existent dans l'intégrale rigoureuse. 

44. Considérons présentement un nombre quelconque n d'équations 
différentielles , 

P> Q» P'» Q\-" étant des fonctions de y, y', . . . de leurs différentielles 
jusqu'à l'ordre i— -i, et de sinus et de cosinus d'angles croissant pro- 
portionnellement à la variable t dont la différence est supposée con- 
stante. Supposons que les intégrales approchées de c6s équations soient 

r ==: X -I- /Y H- /2Z -h /«s H- . . ., 

r'= X, -h / Y, -h /«z, H- /»s, + . . . , 



X, Y, Z^ . . . , X,, Y,, Z,t . . . étant des fonctions périodiques de /, et ren- 
fermant les in arbitraires c, c\ d\ .... On aura, comme dans le numéro 
précédent, 

o = Y'-h9Y''-hX''--2Z, 
ozrrZ'-+-eZ'^ + Y''-3S, 
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La valeur de y donnera pareillement des équations de cette forme 



Les valeurs de y\ y'% . . . fourniront des équations semblables. On dé- 
terminera par ces diverses équations, en choisissant les plus simples et 
les plus approchées y les valeurs de c, c\ c'\ ... en Conction de : en 
substituant ces valeurs dans X, X,, ... , et en y changeant ensuite en /, 
on aura les valeurs dey, 7', . . . , sans arcs de cercle hors des signes pé- 
riodiques, lorsque cela est possible. 

45. Reprenons la méthode que nous avons exposée dans le n^ 40. Il 
en résulte que, si, au lieu de supposer les paramètres c, c\ c'\ . . . con- 
stants, on les fait varier en sorte que Ton ait 






de ~ -arf/(FQ+FQ 
rfc'r^~arf/(HQ-hH'Q' 



on aura toujours les in intégrales de Tordre i — i 

comme dans le cas de a nul; d'où il suit que non-seulement les inté- 
grales finies, mais encore toutes les équations dans lesquelles il n'en- 
trera que des différences inférieures à Tordre 1 conserveront la même 
forme, dans le cas de a nul et dans celui de a quelconque, puisque ces 
équations peuvent résulter de la comparaison seule des intégrales pré- 
cédentes de Tordre 1 — i. On pourra donc également, dans ces deux 
cas, différentier 1 — i fois de suite les intégrales finies, sans faire varier 
c^c,\..^ et, comme on est libre de faire varier tout à la fois, il en résul- 
tera des équations de condition entre les paramètres c, c\... et leurs 
différences. 

Dans les deux cas de a nul et de a quelconque , les valeurs de y, 
y\ ... et de leurs différences jusqu'à Tordre 1 — i inclusivement sont 
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les mêmes fonctions de / et des paramètres c» c\ c\ ... ; soit donc Y une 
fonction quelconque des variables y, y\ y"\ ... et de leurs différen- 
tielles inférieures à Tordre i — i, et nommons T la fonction de / dans 
laquelle elle se change, lorsque Ton y substitue, au lieu de ces va- 
riables et de leurs différences, leurs valeurs en /. On pourra différen- 
tîer l'équation Y = T, en y regardant les paramètres c, c', c",... comme 
constants; on pourra même ne prendre que la différence partielle de Y 
relativement à une seule ou k plusieurs des variables j, y', — , 
pourvu que Ton ne fasse varier dans T que ce qui varie avec elles. Dans 
toutes ces différentiations, les paramètres c, c , c'\ . . .peuvent toujours 
être traités comme constants, puisqu'en substituant, pour j, y', .. . et 
leurs différences, leurs valeurs en t, on aura des équations identique- 
ment nulles, dans les deux cas de a nul et de a quelconque. 

Lorsque les équations différentielles sont de Tordre i — i, il n'est 
plus permis, en les différentiant, de traiter les paramètres c, c\ c*, . . . 
comme constants. Pour différentier ces équations, considérons l'équa- 
tion (p = o, (p étant une fonction différentielle de Tordre i — i, et qui 
renferme les paramètres c, c', c", ... ; soit 8(p la différence de cette fonc- 
tion, prise en regardant c, c , . . . comme constants, ainsi que les 

différences rf'""*^, d^^^y', Soit S le coefficient de ^-^ dans la dif- 

férence entière de ç; soit S' le coefficient de ^-^ dans cette même dif- 
férence, et ainsi du reste. L'équation ç — o, différentiée, donnera 

^ àc de dt'-* dt^* 



d*y 
En substituant au lieu de -j-r— sa valeur — flfe(P-haQ). au lieu de 

d'y' 

j^ sa valeur — cfe(P' t- xQ'j, etc., on aura 

/, o- d(n,.^-dc-{-p-dc'-r,..-dt[SV-^S'V'^,.,'~-adtlSQ-hS'Q'-h... . 
^ ôc de' ' . ^ ^ 

Dans la supposition de a nul, les paramètres c, c\ c'\... sont constants: 
on a ainsi 

Oniicp- rfr(9P-h9'P^ . ..) 

QEm'res de L. \. 35 
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Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de <r, c\ c'\...f ieure va- 
leurs V, V, V",..., on aura une équation différentielle de Tordre « — i, 
sans arbitraires, ce qui est impossible, à moins que cette équation ne 
soit identiquement nulle. La fonction 

«(p-rf/(SP-4-S'P'-+-...) 

devient donc identiquement nulle , en vertu des équations c = Y, 
c' = V', ..., et, comme ces équations ont encore lieu lorsque les para- 
mètres c, c\ cf\.,. sont variables, il est visible que, dans ce cas, la 
fonction précédente est encore identiquement nulle; l'équation (/) de- 
viendra donc 

[x] ^"^3^ *^"^' ^ rfc'-h. . .- ««/^(SQ-i-S'Q'-f-. . .)• 

On voit ainsi que, pour différentier l'équation 9 = o, il suffît de faire 
varier dans <p les paramètres c, c', ... et les différences d^^^y^ 
rf'"*/',..., et de substituer, après les différentiations, — «Q, — aQ',..., 

au lieu des quantités -^t -^* • • • * 

Soit ^ — o une équation finie entre y, j'» . . . et la variable /; si Ton 
désigne par S^, ^^^,... les différences successives de ^, prises en re- 
gardant c, c\... comme constants, on aura, par ce qui précède, dans 
le cas même où c, c', . . . sont variables, les équations suivantes 

^=zOf df^=io, d^\^--o, ..., 3'-* 4* — ^5 

en changeant donc successivement, dans l'équation (a?), la fonction 9 
en i|/, ^y S^^, . . . , on aura 

o:^ -jï rfc-f- ^ de' -h 
Oc de' 



• • • > 



o -- -r-î- de -+- -r-f de -h 
oe de 



Ainsi, les équations ^^ = o, ^'^o,... étant supposées être les n inté- 
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grales finies des équations différentielles 

on aura les in équations au moyen desquelles on pourra déterminer les 
paramètres c, c\ d\ . . . , sans qu'il soit nécessaire de former pour cela 
les équations c =V, c'=V', ... ; mais, lorsque les intégrales seront sous 
cette dernière forme, la détermination de c, (/, . . . sera plus simple. 

Cette méthode de faire varier les paramètres est d'une grande utilité 
dans l'Analyse et dans ses applications. Pour en montrer un nouvel 
usage, considérons l'équation différentielle 

P étant fonction de /, y^ de ses différences jusqu'à l'ordre r — i et des 
quantités q, ^, . • . , qni sont fonctions de /. Supposons que l'on ait 
l'intégrale finie de cette équation différentielle, dans la supposition 
de 9, 9', . . . constants, et représentons par 9 = cette intégrale, qui 
renfermera i arbitraires c, c/, . . . ; désignons par X9, 8*9, X^ç, ... les 
différences successives de (p, prises en regardant ^, q\... comme con- 
stants, ainsi que les paramètres r, c\ — Si l'on fait varier toutes ces 
quantités, la différence de <p sera 

en faisant donc 

oc oc aq ^ âq ^ 

S<p sera encore la première différence de 9, dans le cas de c, c, ... , 
q, q\ . . . variables. Si l'on fait pareillement 

o — -r-^ de -+- -r-f de -^^ ... H- -3--^ dq -^ -r-f dq -^ . . . , 
de de dq ^ dq ^ 

) 

35. 
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P(f, S'(p, . . . , S*<p seront encore les différences seconde, troisième, . . . , 
jième jg ^^ lorsque c, c , . . . , q, q\... sont supposés variables. 

Maintenant, dans le cas de c, c\ . . . , g, q\... constants, l'équation 
différentielle 

est le résultat de Télimination des paramètres c, c\. . . au moyen des 
équations 

ainsi, ces dernières équations ayant encore lieu lorsque 7, q\ . , . sont 
supposés variables, Téquation 9 = satisfait encore dans ce cas à 
l'équation différentielle proposée, pourvu que les paramètres c, c', . . . 
soient déterminés au moyen des i équations différentielles précédentes; 
et, comme leur intégration donne 1 constantes arbitraires, la fonction f 
renfermera ces arbitraires, et l'équation (p = o sera l'intégrale complète 
de la proposée. 

Cette manière de faire varier les arbitraires peut être employée avec 
avantage, lorsque les quantités q, q\... varient avec une grande len- 
teur, parce que cette considération rend, en général, beaucoup plus 
facile l'intégration par approximation des équations différentielles qui 
déterminent les paramètres variables c, c\ 
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■ ■ iiti(»i « ■.»» , 



CHAPITRE VI. 



SECONDE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES, OU THÉORIE 

DE LEURS PERTURBATIONS. 



46. Appliquons maintenant les méthodes précédentes aux pertur- 
bations des mouvements célestes, pour en conclure les expressions les 
plus simples de leurs inégalités périodiques et séculaires. Reprenons 
pour cela les équations différentielles (i), (2) et (3) du n** 9, qui dé- 
terminent le mouvement relatif de m autour de M. Si Ton fait 



R 



m![xx'-\-yy'-^ zz') m**\xx!'-\-yy" -^ zz") \ 



■ x'^-^y'^ 4- z'^Y y^ 4-r"^ -f- z^'^Y 



m 



\ étant, par le numéro cité, égal à 



mm! mm" 



\.[^'-^Y-^[r-rY-^[^'-^)4 [(^-^l^+lr'-r)'-^!^"-^)^? ■ 



-H 



m'm" 



si, de plus, on suppose 

VL-v-m — ^y et r=:^j7a^^2 4_2a, r'=r ^x'^ -^y"^ -\- z"^ y ..., 



on aura 



_ d^x fjix r)R 
dt^ r* ôx 



(P) u^d^yi^ i-r .àK 



dV^ r» dy 



d^z fxz ôR 
rff» ^ r* ^ dz 
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La somme de ces trois éqaations, maltipliées respectiyenient par dx^ 
dy^ dz^ donne, en rintégrant, 

^ *•== Si - i -»/dE. 

la dlffërenûelle dR étant uniquement relative aux coordonnées x, y^ z 
du corps m, et a étant une constante ari>itraire qui, lorsque R est nul, 
devient, par les n^ 18 et 19, le demi-grand axe de l'ellipse décrite 
par m autour de M. 

Les équations ^P^, multipliées respectivement par x^ y^ *^ et ajou- 
tées à l'intégrale (Q), donneront 

a a/* r a '^ ax ' àjr dz 

Maintenant on peut concevoir les masses perturbatrices m*, m', . . . 
multipliées par un coefficient z, et alors la valeur de r sera fonction 
du temps / et de z. Si Ton développe cette fonction par rapport aux 
puissances de x, et que Ton lasse x = i après ce développement , elle 
sera ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des masses 
perturbatrices. Désignons par la caractéristique S, placée devant une 
quantité, la différentielle de cette quantité, prise par rapport à x et 
divisée par dx. Lorsque Ton aura déterminé ir dans «ne suite ordonnée 
par rapport aux puissances de x, on aura le rayon r en multipliant 
cette suite par dbt, en l'intégrant ensuite par rapport a x« et en ajou- 
tant à cette intégrale une fonction de / indépenémM de m^ fimrtioii qui 
est évidemment la vakur de r dans le cas où les fortes perturbatrices 
sont nulles et où le corps m décrit une section conique. La détermina- 
tion de r se réduit donc à former et à intégrer l'équation différralielle 
qui détermine ir. 

Pour cela, reprenons Téquation différentielle (R\ et faisons» pour 
plus de simplicité, 

àK aR dR ^ 
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en la différentiant par rapport a a, on aura 

(S) o= —j^ 4- ^-i-:>./ddR + d.rR\ 

Nommons dç l'arc infiniment petit intercepté entre les deux rayons vec- 
teurs r et r + ^; l'élément de la courbe décrite par m autour de M sera 

y/dr^ + r* dç^ ; on aura ainsi 

dx^ -h dx^ -+- dz^ = dr^ -f- r^dv^y 

et l'équation (Q) deviendra 

dt^ r a "^ 

En éliminant ^ de cette équation» au moyen de l'équation (R), on aura 

fJv 

d'où l'on tire» en différentiant par rapport à x» 

9,r^dvddv rd^dr—drd^r 3u.rdr ._, _, . 
dt^ dt^ r3 

Si l'on substitue dans cette équation , au lieu de ^^-j-^' sa valeur tirée 
de Téquation (S), on aura 

, — d{drir-h ^rdir) -h dt^(3fidK -f- 9.r3R^-f- W ir) 
^ ' r^dif 

On pourra, au moyen des équations (S) et (T), avoir aussi exactement 
que l'on voudra les valeurs de Sr et de Sç^; mais on doit observer que, 
dç étant l'angle intercepté entre les rayons r et > -h rfr, l'intégrale p de 
ces angles n'est pas dans un même plan. Pour en conclure la valeur 
de l'angle décrit autour de M par la projection du rayon vecteur r sur 
un plan fixe, désignons par v^ ce dernier angle, et nommons s la tan- 

gente de la latitude de m au-dessus de ce plan; r(i + ^^)~^ sera l'ex- 



280 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

pression du rayon vecteur projeté, et le carré de Télément de la courbe 
décrite par m sera 



-^ 4- dr^ -r 



mais le carré de cet élément est r^di^^ -h rfr* ; on aura donc, en égalant 
ces deux expressions, 

dv, . 

On déterminera ainsi dv^ au moyen de dv^ lorsque s sera connu. 

Si l'on prend pour plan fixe le plan de l'orbite de m à une époque 

donnée, ^ et ^ seront visiblement de l'ordre des forces perturbatrices; 

en négligeant donc les carrés et les produits de ces forces, on aura 
(?_(;. Dans la théorie des planètes et des comètes, on peut négliger 
ces carrés et ces produits, à l'exception de quelques termes de cet ordre, 
que des circonstances particulières rendent sensibles, et qu'il sera facile 
de déterminer au moyen des équations (S) et (T). Ces dernières équa- 
tions prennent une forme plus simple, lorsque l'on n'a égard qu'à la 
première puissance des forces perturbatrices. En effet, on peut alors 
considérer Sr et Sç' comme les parties de r et de t? dues à ces forces; 
XR, S.rR' sont ce que deviennent R et rR', lorsque l'on y substitue, au 
lieu des coordonnées des corps, leurs valeurs relatives au mouvement 
elliptique; nous pouvons les désigner par ces dernières quantités assu- 
jetties à cette condition. L'équation (S) devient ainsi 



d^.rdr txrdr 



.f^^^.2/dR . rR'. 



Le plan tixe des x et des y étant supposé celui de l'orbite de m à une 
époque donnée, z sera de Tordre des forces perturbatrices, et, puisque 

l'on néglige le carré de ces forces, on pourra négliger la quantité z -r- • 

De plus, le rayon r ne diffère de sa projection que de quantités de 
Tordre z^. L'angle que ce rayon fait avec Taxe des x ne diffère de sa 
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projection que de quantités du même ordre; cet angle peut donc être 
supposé égal à ç^ et Ton a, aux quantités près du même ordre, 

d'où l'on tire 

dx dy àr^ 

et par conséquent rR'= ^~â^* ^ ^^^ facile de s'assurer par la différen- 

tiation que, si l'on néglige le carré de la force perturbatrice, l'équa- 
tion différentielle précédente donnera, en vertu des deux premières des 
équations (P), 

X fxdt (2/dR + r ^) -r f^dt (2/dR + r ^) 



rdr =: — 



xdy — rdx 
dt 



Dans le second membre de cette équation, les coordonnées peuvent se 
rapporter au mouvement elliptique, ce qui donne ^ "^dt^ ^ constant 

et égal, par le n? 19, à \/(Ji.a(i — e''^), ae étant l'excentricité de l'orbite 
de m. Si l'on substitue dans l'expression de rtr^ au lieu de x et de y, 

leurs valeurs rcos^' et rsinç', et, au lieu de ^LJLllJLJl.^ \^ quantité 



\^a[i — e^)\ enfin, si l'on observe que, par le n® 20, (jl -- n^a}, on aura 
a cosv / /irf/rsini'(2/dR-f- r-j-S — a sint' / /irf/rcosi' (2/dR-h r-r-) 



-/>2 



\L\\ — e 

L'équation (T) donne, en l'intégrant et en négligeant le carré des forces 
perturbatrices, 

cette expression donnera facilement les perturbations du mouTement 
de m en longitude, lorsque celles du rayon vecteur seront déterminées. 

OEuvret de L. — I. 36 
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Il noo8 reste à déterminer les perturbations en mouvement en lati- 
tude. Pour cela» nous reprendrons la troisième des équations (P); en 
l'intégrant comme nous avons intégré Téquation (S), et faisant 2 = r^, 
nous aurons 

(Z) is^ -- J ^_=_1 El . 

^ est la latitude de m au-dessus du plan de son orbite primitive : si 
Ton veut rapporter le mouvement de m sur un plan peu incliné à cette 
orbite, en nommant s sa latitude lorsqu'il est supposé ne point quitter 
le plan de cette orbite, 54-S5 sera à très -peu près la latitude de m 
au-dessus du plan proposé. 

47. Les formules (X), (Y) et (Z) ont l'avantage de présenter sous 
une forme finie les perturbations, ce qui est trës-utile dans la théorie 
des comètes, dans laquelle ces perturbations ne peuvent être détermi- 
nées que par des quadratures; mais le peu d'excentricité et d'incli- 
naison respective des orbites des planètes permet de développer leurs 
perturbations en séries convergentes de sinus et de cosinus d'angles 
croissant proportionnellement au temps, et d'en former des Tables qui 
peuvent servir pour un temps indéfini. Alors, au lieu des expressions 
précédentes de Sr et de $5, il est plus commode de faire usage des 
équations différentielles qui déterminent ces variables. En ordonnant 
ces équations par rapport aux puissances et aux produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites, on peut toujours réduire la dé- 
termination des valeurs de Sr et de ^ à l'intégration d'équations de 
la forme 

équations dont nous avons donné les intégrales dans le n^ 42. Mais on 
peut donner immédiatement cette forme très-simple aux équations dif- 
férentielles précédentes, par la méthode suivante. 



PREMI&RB PARTIE. - LIVRE II. 188 

Reprenons l'équation (R) du numéro précédent, en y faisant, pour 
abréger, 

elle devient ainsi 

^ ' 1 do r a 

Dans le cas du mouvement elliptique» où Q = o, r* est, par le 
n® 22» fonction de ecos(/i^-f- e — ct), ae étant Texcentricité de l'or- 
bite et nt -T-t — xs étant l'anomalie moyenne de la planète m. Soit 
eco8(/i/-f-6 — ct) = tt, et supposons r^ = ç(w); on aura 

Dans le cas du mouvement troublé, nous pouvons supposer encore 
r*=ç(tt); mais u ne sera plus égal à ecos(/i/-H e — ct); il sera 
donné par l'équation différentielle précédente augmentée d'un terme 
dépendant des forces perturbatrices. Pour déterminer ce terme, nous 
observerons que, si Ton fait u — ^(r*), on aura 

^'(r*) étant la différentielle de J'(r^) divisée par rf.r^, et ^"(r*) étant la 
différentielle de y{r^) divisée par d.r^. L'équation (R) donne —^ égal 

à une fonction de r, plus à une fonction dépendante de la force pertur- 
batrice. Si l'on multiplie cette équation par 2rdr, et qu'ensuite on l'in- 
tègre, on aura , égal à une fonction de r, plus à une fonction dé- 

pendante de la force perturbatrice. En substituant ces valeurs de -^5- 

et de ,3 dans l'expression précédente de -^rr-i-^^tt, la fonction 

de r indépendante de la force perturbatrice disparaîtra d'elle-même, 
puisqu'elle est identiquement nulle lorsque cette force est nulle; on 

36. 
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aura donc la valeur de -^ -+- n^u^ en substituant dans son expression, 

au lieu de -^ et de , ? les parties de leurs expressions qui dé- 
pendent de la force perturbatrice. Or, en n'ayant égard qu*à ces par- 
ties, l'équation (R') et son intégrale donnent 

= — 2Q, 



dn 



= -^8fQrdr; 



partant 



^^n^u=-2Q^'{r^)-8r{r^)fQrdr. 



Maintenant, de l'équation u — ^(r*) on tire du = 2rdr^{r*); celle-ci 
r* = (f[u) donne 2rdr= du(f'{u), et par conséquent 



^'i^') = z^' 



?'l") 



En différentiant cette dernière équation, et substituant <f'{u) au lieu 



de -^ — î on aura 
du 






ç*'(a) étant égal à - V"^ de même que (f'{u) est égal à v" * Cela 
posé, si l'on fait 

u ^ ecos(/i/-4- e — Gj) -h dii, 

l'équation différentielle en u deviendra 

et, si l'on néglige le carré de la force perturbatrice, u pourra être sup- 
posé égal à ecos' /!/ + e — cr) dans les termes dépendants de Q. 
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La valeur de - trouvée dans le n^ 22 donne» en portant la précision 
jusqu'aux quantités de l'ordre e' inclusivement, 

r=: a[i -h «a __ |^(, __ l^a) — ^a — »||8]^ 

d'où Ton tire 

Si Ton substitue cette valeur de f (a) dans l'équation différentielle 

en Stt, et que l'on restitue au lieu de Q sa valeur a/dR-hr-^? 

et ccos(/i^-H 6 — ct) au lieu de a, on aura, aux quantités près de 
l'ordre c', 

(X') \ — ^[iH-je*— ecos(n/-+-e — Gj)~-|e2cos(2ii/-H2£ — 2Gj)](2/dR-hr^J 
j j ndt\ sin(n/-i-£ — Gj)[i-hecos(/i/-he — iïj)](2/dR-+-r--p| l* 

Lorsque l'on aura déterminé ^u au moyen de cette équation différen- 
tielle, on aura ^r en différentiant l'expression de r par rapport à la 
caractéristique S, ce qui donne 

drz= — aô«[i -4- je^ -4- ^e cos(nt -h e -- cj) -h je^ cos (2/1/ -f- 2c — 2gj)]. 

Cette valeur de Sr donnera la valeur de ^, au moyen de la formule (Y) 
du numéro précédent. 

Il nous reste à déterminer h; or, si l'on compare les formules (X) 
et (Z) du numéro précédent, on voit que Sr se change en h en chan- 
geant, dans son expression, 2/dR -h r-^ en -j--, d'où il suit que, pour 

avoir h, il suffît de faire ce changement dans l'équation différentielle 
en iu^ et de substituer ensuite la valeur de Sa, donnée par cette équation 
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et que nous désignerons par iu\ dans l'expression de tr. On aura ainsi 






dR 



\1') 



^[n-je^ — ccos(n/-he — cy)— jtf^cos(2/i^-h2e-- 2Gj)]-^ 

indt\ sin(/iM-e — Gj)[i~hccos(/iM-£ — ro)]-r— U 

is= — ada'[i4-'e*-f-2ccos(n/-f-e — Gj)H-je^cos(2n/-+-2e — 2i5j)]. 

Le système des équations (X'), (Y), {!') donnera d'une manière fort 
simple le mouvement troublé de m, en n'ayant égard qu'à la première 
puissance de la force perturbatrice. La considération des termes dus à 
cette puissance étant à très-peu près suffisante dans la théorie des pla- 
nètes, nous allons en tirer des formules commodes pour déterminer le 
mouvement de ces corps ('). 

48. Il est nécessaire, pour cela, de développer la fonction R en 
série. Si l'on n'a égard qu'à l'action de m sur m\ on a, par le n® 46, 

^ m' [xx' -\-yy' -^ zz'] m' 



3 « 



('.ette fonction est entièrement indépendante de la position du plan 

(les X et des y; car, le radical \ \x'— xf -; [y — yf -^ 1^'~~^)* expri- 
mant la distance de m à m', il en est indépendant; la fonction 

on est donc pareillement indépendante; mais les carrés x^ -'-y^ H- a' 
<»t x'^ y'^ - z'^ des rayons vecteurs ne dépendent point de cette po- 

■') Dans l'édition publiée par le Gouvernement français, on trouve à la fin du tome V, 
pour le n® 47 du L\\ re II, une correction inditjuêe par V Auteur dans les termes sui^-ants : 

c L'équation [Z') du dernier alinéa de ce numéro n'est exacte qu'en négligeant rexcentri- 
riié et le carré de l'inclinaison de Torbite. C'est avec cette restriction qu'elle a été emplo)'ée 
ddns tout l'Ouvrage. Il faut supprimer cet alinéa et y substituer ces mots : L'équation (Z) 
du numéro précédent donnera, d'une manière fort simple, la valeur de 9s. » 

( Note de l*ÉfUtciir, ) 
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sition; la quantité a:a7'+jj'-h zz' n'en dépend donc pas, et par consé- 
quent la fonction R en est indépendante. Supposons dans cette fonction 

X = r cosv, / =: r sin v, 
x'= r' cosi'', x'^= ^' sin v'; 

on aura 



m' 



« m' Irr ' cos(v'— v) -h zz'] 

R— ""^ i 

ya _|_ 2'2)ï [rî» - 2rr' cos(t;'- i;) -+- r'» -h (z'- s)^]» 

Les orbes des planètes étant presque circulaires et peu inclinés les uns 
aux autres, on peut choisir le plan des x et des y de manière que z et z' 
soient très-petits. Dans ce cas, r et r' diffèrent très-peu des demi- 
grands axes a et a' des orbes elliptiques; nous supposerons donc 

r=:a(i 4-1/,), r'=^a'(n- a;;, 

u^ et u étant des petites quantités. Les angles i' et v' différant peu des 
longitudes moyennes n^ h- e et n't -+- e', nous supposerons 

{^, et (^1 étant des angles peu considérables. Ainsi, en réduisant R dans 
une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de a,, 
^,» 2f w » ^' et z\ cette série sera fort convergente. Soit 

-rj cos(/i7 — /i/ -h e'— e) — [a^ — ^aa' cos(/i7 — n^ -+- c'— e) -i a'^]"^ 

= ^A(»> -f- AC) cos(ii'/ — n^ -+- £'— g) -h AC2) C0S2(n7 — n^ -+- e' — t] 
-h A('>cos3(n'/ — nt-\- e'— e) -+-. . .; 

on peut donner à cette série la forme 

^2A(') cosi (n'/ — /i/-h e'— e), 

la caractéristique 2 des intégrales finies étant relative au nombre i, et 
devant s'étendre à tous les nombres entiers, depuis i= — x> jusqu'à 
I == X) y la valeur i= o étant comprise dans ce nombre infini de va- 
leurs; mais alors il faut observer que A^"'^ = A^'^ Cette forme a l'avan- 



^ 



}. i 
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tage de servir à exprimer ^une mariîëre fort sitnple/ n'cm-fièiiléiiidtii la 
série précédente, înaîs encore le produit de cette sérié par le'stniis oo 
le cosinus d^un angle quelconque ft-hw; car il est facile de voir que 
ce produit est égal à 

Cette propriété nous fournira des expressions trëa-commodes des per- 
turbations du mouvement des planètes. Soit pareillement 

3 

[a« — 2aa' cos[n't — nt -h e'— e; -h a'^'f'^=^{l'B('^ cosi {/i7 — iï/ 4- 1 — t), 

B^^^ étant égal à B^'^ Cela posé» on aura, par les théorèmes du n^ 21, 



R =:: — 2A('îcosi\n'/ -nt-^ t'- e) 

m „ dA<') ., ,^ , > ^ 
H u,za—z — cos/ nt — nt-\-t—t) 



— w, ia . , cosi n / — ii/H-c^— -e: 
1 ' oa ^ 



m 



- — (i^; -i^)2/A(')sini >'/->- 71/ -f-E-E. 



4- -,- u: 2i a^ . „ cosi [n t — ni -h e — e 
4 c^a^ 



H u,u,zaa , , , costin t — nt-^t—t) 

m' â^A^'^ 

4- ~ w;^2«'î» ^^^ COSI >'/ - n/ -t- e'- e) 



4 ' 



da' 



2 ^ ' ' ' da 

~U' -v,^u' lia' ^^sm^ 

2 da 



m 



_ :^ ^t/ - i.,)«2iaA('^cosi^»7 — iU-f-£'— £) 



., - cos n / — /1/-I- £ — e 



a» 



2<l 



^ îlir' r. -.'! 2B(') cosi(n'/ - n/ -h c'- e) 
4 



-t- 
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Si Ton substitue dans cette expression de R, au lieu de tt,, a) , ^,, i^; , 
z et z\ leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, valeurs qui 
sont fonctions de sinus et de cosinus des angles n/ + e, n't + 1' et de 
leurs multiples, R sera exprimé par une suite infinie de cosinus de la 
forme 

m'kcos(i'n't — int -+- A), 

I et i' étant des nombres entiers. 

Il est visible que l'action des corps m", m"',... sur m produira dans R 
des termes analogues à ceux qui résultent de l'action de m\ et que l'on 
obtiendra, en changeant dans l'expression précédente de R tout ce qui 
est relatif à m' dans les mêmes quantités relatives à m", m'% 

Considérons un terme quelconque m'k cos {i'n't— int -h A) de l'ex- 
pression de R. Si les orbites étaient circulaires et dans un même plan, 
on aurait i'= i; donc i' ne peut surpasser i ou en être surpassé qu'au 
moyen des sinus ou des cosinus des expressions de m,, ç', , z, u, 
i^[ , z\ qui, en se combinant avec les sinus et les cosinus de l'angle 
/i7 — nt-\- e'— £ et de ses multiples , produisent des sinus et des co- 
sinus d'angles dans lesquels i' est différent de i. 

Si l'on regarde les excentricités et les inclinaisons des orbites 
comme des quantités très-petites du premier ordre, il résulte des for^ 
mules du n^ 22 que, dans les expressions de i/,, v^, z on rs, s étant 
la tangente de la latitude de m, le coefficient du sinus ou du co- 
sinus d'un angle tel que fint-v c) est exprimé par une série dont le 
premier terme est de l'ordre /, le second terme de l'ordre /-+- 2, 
le troisième terme de l'ordre /-h 4» et ainsi de suite. Il en est de 
même du coefficient du sinus ou du cosinus de l'angle /'(/l'r + e'), 
dans les expressions de i/] , v\, z'. Il suit de là que, i et V étant sup- 
posés positifs, et i' plus grand que 1, le coefficient k dans le terme 
m!Acos{i'n't — mr-h A) est de l'ordre t'— «, et que, dans la série qui 
l'exprime, le premier terme est de l'ordre t'— «, le second terme est 
de l'ordre 1'— « -j- 2, et ainsi de suite, en sorte que cette série est fort 
convergente. Si i était plus grand que i\ les termes de la série seraient 
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successivement des or^re^. i 7-^ i\ i — f .4- 2, . » . . Il en serait de même 
si I était négatif dans le premier cas, ou i' dans le second (*). 

Nommons u la longitude du périhélie de Forbite de iti, et celle de 
sonnœud; nommons pbreîUenfient a^ la longitude du périhélie de l'or- 
bite de m'; et V celle <le son nœud, ces longitudes étant comptées suîr 
un plan trës-peû incliné à celui des orbites. Il résulte des formules dii 
n*^ 22 que, dans les expressions de u^, r; et s, l'angle nt-ht est tou- 
jours accompagné de — T7 ou de >-0, et que, dans les erptressions de 
u,^ V, et z\ l'angle n't-\- s' est toujours accompagné de — tj'oti de 
— 6'; d'où il suit que le terme iw'^cos(/'/*'i — im-r A) est de cette 
forme 

m'frcos;iV<"-iii/-hiV- /£-g-®~g-'«i'-^0--ff*'9'^; 

g, g\ g'\ g" étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et tels 
que l'on a 

o m - I - g-- g- — g-"- g-. 

Cela résulte encore de ce que la valeur de R et ses différents termes 
sont indépendants de la position de la droite d'où l'on compte les Ion-, 
gitudes. De plus, dans les formules du n"^ 22, le coelRcient du sinus 
et du cosinus de l'angle cr a toujours pour facteur l'excentricité e de 
l'orbite de m; le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle aa a 
pour facteur le carré e^ de cette excentricité, et ainsi de suite. Pareil- 
lement, le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 6 a pour fac* 
teur tangj<p, ç étant l'inclinaison de l'orbite de m sur le pha fixe; 
le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle a8 a pour facteur 
tang^^f, et ainsi du reste; d'où il résulte que le coefficient k a pour 
facteur 

les nombres g, g\ g", g" étant pris positivement dans les exposants 
de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en eux-mêmes, ce bc- 



I*) La phrase : D en serait de même, etc., qui termiDe cet alinéa, ne se trouve pas 
réditkn de ran VD; eOe a M ^utée dans réditkm de 1819. 
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tcinr «en de l'ordw r' — i, «n vertu de Féqdatidà ' ' ' ' 

, o = i'-i-g-s'-g'-g'; 

mais, 3i l'un (l'^ux, tel que ^, est négatif et égal à *t- g, ee facteur sera 
de rordrp i'— 1 4- 2g. En ne conservant donc, parmi les termes de R, 
que c^mi. qtti# dépendant de l'angle i'n't — ira, 3ont de l'ordre i^— 1» 
et en rejetant tous ceux qui, dépendant du même angle, sont des ordres 
«'— I -H a, «'— t -f- 4» • • • » l'expression de B sera composée de termes 
de la forme 

H étant un coefficient indépendant des excentricités et des inclinaisons 
des orbites, et les nombres g^ g\ g'\ g'" étant tous positifs, et tels 
que lear somme soit égale à «'— 1. 

Si Ton substitue, dans R, a{i -h aj au lieu de r, on aura 

^R âR 
or aa 

Si, dans cetle même fonction, on substitue, au lieu de 1^,, v^ et 2, leurs 
valeurs données par lei» formules du n^ 22, on aura 

dv de ' 

pourvu que l'on suppose e — n et e -- constants dans la différentielle 
de R prise par rapport k i; car alors u^^ ç^ et z sont constants dans 
cette différentielle, et, comme on a f^ = n/-f-e + (^,, il est clair que 
l'équation précédente a lieu. On pourra donc obtenir facilement les 

valeurs de r-j- et de -y- qui entrent dans les équations différentielles 

des numéros précédents, lorsque l'on aura la valeur de R développée 
en série de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps t. 
La différentielle dR sera pareillement très -facile à déterminer, en 
observant de ne faire varier dans R que l'angle n/, et de supposer 
l'angle n't constant, puisque dR est la différence de R, prise en sup- 
posant constantes les coordonnées de m\ qui sont fonctions de n't. 

37. 






ï**^' 












,1 ^ fait ^ , aotco^ 



.^ '' von cotvtv*^''* ptècèiet^^ ^ 

SVVon f-^;, on anva ^,. ,,,.e.^^^>-^^^ 

^,e-v.*'r""''" .tt^H^'^^^^^^ . va\ent en 

onanta ^u-»»^'" 



^«^ 



d'otf Von Uçft, ea comparant. .les ço8iiitt^^^^^|)|^s,.„ „j„„ ^ ^ ,,, 

' ' ' ' I r , ■ - , . ij 

La formule (a) donne 

V, --^ (---37)1^ ■ » 

l'expression précédente de b, deviendra ainsi 



^(0 ^ 2J«fe l7*^-5(l-4>« a)fei^, ^ 



En changeant i en i + i dans cette équation» on aura 



^(z^.)^ ^socb',2,-s{i--a^)btV ' 



i — s -\-i 



eU si Ton substitue au lieu de b,^t sa valeur précédente, on aura 



* (i — 5) (1 — 5 -m) a 



Ces deux expressions de b, et de bs donnent 



W '^' = - ir^ ' 

en substituant au lieu de b, sa valeur tirée de l'équation (a), on 
aura 

s — 



ic] b^'^^-i ! i 



.(0 * 



expression que l'on peut conclure de la précédente, en y changeant i 
dans — ï, et observant que 6^'^ =^ U"^K On aura donc, au moyen de 
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cette formute , leâ wateur$. de bjlif 6^m blU^^ ^ . . « lorsque eelleff de 

j(0) ,(l) ,(2) 

bs ,6* ,6^ , . . • seront connues. 

Nommons, pour abréger, 1 la fonction i — aapçs^ -Hpt*. Si Vqp dit 
férentie, par rapport à a, l'équation 

on aura 

^,. , I db['' db['' ^ db['' 

7, doL dûi da 

mais on a 

I — a« — X 



— «H-COSÔ^: 



2âE 

on aura donc 

7-.C-I — s — ^ — *_ cosô-h. . ., 

a a 2 aa aa 

d'où Ton tire généralement 



En substituant au lieu de bs^\ sa valeur donnée par la formule [b], 
on aura 

rfa " a I -a'V ' " i — .a» ' 

Si Ton différenlie cette équation, on aura 

r/a* " a 11 — a») da "^ \ (i — a*)* a*/ * i — a* dx (|— a*)* ' 

En différentiant encore, on aura 



du^ a(i — a') doL* 



/2t./-f-.0i.f-Hg») _ Af(^ / 4^/H-jr)a(3H-a«) 2/\ . (,; 



•Ji f/ — -y-Hi) d^b\'^^^ _ 8(/ — .9-4-1 g flf^l^-"^^ _ 4(/— jH-i)(i-4-3g«) (/^i, 
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On voit ainsi qvd, pour détèrmiiifer fes'^vateuiW'de'M'^'ef (lë'Wès'dMfé- 

repces suecessivesi il suffît de conoaitre celles de ^; et dt& 6^ . On dé- 
terlninera ces deux quantités de la inaniëre suivaMe. ^ ^ 



-./ 



: ' I 



Si Ton nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l'unité» on pourra mettre l'expression de X~^ sous cette forme 

En développant le second membre de cette équation par rapport aux 
puissances de c^v^ et de c"®v^-*, il est visible que les deux exponen-- 
tielles &^^ et c^^"^"* auront le inème coefficient, que nous désigne- 
rons par k. La somme des deux termes kc'^^ et kc^^^^-* est i^oosiô; 

ce sera la valeur de 6, cos«9; on aura donc bs = 2k. Maintenant l'ex 
pression de X~' est égale au produit des deux séries 

l-t-SOLC^^'^ -4- ^ '^"'"'^ g2e2ev^ -h..., 

I .2 

I .2 

en multipliant donc ces deux séries l'une par Tautre, on aura, dans lé 

cas de i-- o, 

A' ,-_- , 4- ,2^2 ^ (il^A^^a* H- . . . , 

1.2 / 

et, dans le cas de « — i , 



k- : xis~hs 



w ■ _ ~ X I • • • I % 

I .a 1.2 I .2.3 / 



partant 



' \_ 1.2 1.2 i^a.3 J 
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Pour que ces séries soient convergentes, il faut que a soit moindre que 
l'unité; c'est ce que Ton peut toujours faire, en prenant pour a le rap- 
port de la plus petite des distances a et a' à la plus grande; ainsi, 

ayant supposé a == -t' nous supposerons a plus petit que a\ 

Dans la théorie du mouvement des corps m, m\ m'\ . . . , on a besoin 

de connaître les valeurs de bs et de bs , lorsque s = { ei s = \. Dans 
ces deux cas , ces valeurs sont peu convergentes , si a n'est pas une 
petite fraction. Ces séries convergent avec plus de rapidité, lorsque 
^ — — ^, et l'on a 

.(!)_ / i.i 2 I I.I.3 ^ 1.3 1. 1.3.5 ^ î.3.5 1.1.3. 5. 7 ^ \ 

~^~~ V 2.4 4 sT?^ 4'6 2.4.6.8 4-6-B 2.4.6.8.10 " / ' 

Dans la théorie des planètes et des satellites, il suffira de prendre la 
somme des onze ou douze premiers termes, en négligeant les termes 
suivants, ou plus exactement, en les sommant comme une progression 
géométrique dont la raison est a*. Lorsque l'on aura ainsi déter- 
miné è 1 et 6 1, on aura b\ , en faisant 1-0 et s — — ^ dans la 
formule [b], et l'on trouvera 



(0) . A-.l.(0 



b'^r^ 






2 V ' « y 



Si, dans la formule ' c), on suppose 1 = 1 et 5 = — ^, on aura 



*V'- 



~2 ~2 



fi — aî»^''» 



Au moyen de ces valeurs de b^ et de 61 , on aura, par les formules 



(/) 



précédentes, les valeurs de b^ et de ses différences, quel que soit le 
nombre 1, et l'on en conclura les valeurs de bt et de ses différences. 

7 
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Les valeurs de 6s et de bn peuvent être déterminées fort simplement 
par, les fornçiulea suivante : ., . '.,!.) n j 



1.(0) _ ~1 *("— 1 *'ï 

Maintenatit, pour avoir lés quantités A^^, A^*\-.. et leurs différences, 
on observera que^» par le numéro prépèdent^ la série 



I - t • 



iA(»î -h A(0 cosô -h A(a) C0S2Ô 
résulte du développement de la fonction 



acosd 



I 



/a\"î 



I I 

dans une suite de cosinus de l'angle 6 et de ses multiples; en faisant 

~ = a, cette même fonction se réduit à 
d 

I > 

_ _L fc(0)_^ (-^ - i, &(/)) cosô - -V 6^/VcQS2Ô ~ . . . , 

ce qui donne généralement 

AC) =. _ ^ 6i'>, 
a î 

lorsque i est zéro ou plus grand que i, abstraction faite du signe. Dans 
le cas de I = I , on a 



•0 


A(')_ '^ 
a'» 


• — 


■ 7 '{"• 


On a ensuite 










(JAC) 


I 


^f a. 




da 


a^ 


dcc da' 



• ■ » # ■•• / 



or on a -^ = \\ partant 

da a'* oia 
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et, dans le cas de i = i, on a 






da 

Enfin on a, dans le cas même de i = i » 

d^AC) I {_ 

da» " a'* rfa» ' 



Pour avoir les différences de A^'^ relatives à a', on observera que, A^'^ 
étant une fonction homogène en a et a\ de la dimension — i , on a, par 
la nature de ce genre de fonctions. 






d'où l'on tire 



, dA('> .,,, dA(" 

^ da! da 

, d^k^i ) _ _ dAC*') _ d^AÇ^ 
dada' da ôa'^ 






dA<') , d»A(') 
a^ 



da'^ ^ da da^ 

^'d^^â^^^-d^-^^^-d^-^^'^d^' 

da'' da ^ da^ da» 



On aura B^'^ et ses différences en observant que, par le numéro précé- 
dent, la série 

4B(«) -4- B(0 cose -h B(2) C0S2Ô -4- . . .• 

est le développement de la fonction a'""'(i— aacosO-ha*) ^ suivant 
les cosinus de l'angle 6 et de ses multiples; or cette fonction ainsi dé- 
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velt^pée est égale k 



OD a donc généralement 






d'où Ton tire 






» > « — 7T f > > 



da a'* rfa da» a'» rfa« 



• • • • 



De plus, B^') étant une fonction homogène de a et de a% de la dimen- 
sion — 3, on a 

dBCO , ,dB(') „.. 

da da 

d'où il est facile de conclure les différences partielles de B^'^ prises re- 
lativement à a\ au moyen de ses différences partielles en a. 

Dans la théorie des perturbations de m! par l'action de m, lés valeurs 
de A^'^ et de B^'^ sont les mêmes que ci-dessus, à l'exception de A^*^ 

qui dans cette théorie devient -r -bt . Ainsi le calcul des valeurs 

de A^'^ B^'^ et de leurs différences sert k la fois pour les théories des 
deux corps m et m'. 

50. Après cette digression sur le développement de R en série, re- 
prenons les équations différentielles (X'), (Y) et (Z') des n^ 46 et 47, 
et déterminons à leur moyen les valeurs de Xr, ^ç et h, en portant la 
précision jusqu'aux quantités de l'ordre des excentricités et des incli- 
naisons des orbites. 

Si, dan& les orbes elliptiques, on suppose 

r = a(i-HMj, r'=:a'(i-4-ii;), 
V = nt-\- 6 -+- v„ v' = n't -¥-e' -\-v',, 

on aura, par le n^ 22, 

ii,= — tfcos(/i/-f-e — Gj), «;= — e'cos[n't-\-t'—m')t 

v^ = 2'^siQ(ii/ -t- e — ©), v^ = 2*' An[n't -f- e'— ®'), 

38. 
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nt -h 6, n't -f- 1' étant les longitudes moyennes de m et de m' ; a et a" 
étant les demi-grands axes de leurs orbites ; e et e" étant les rapports 
des excentricités aux demi-grands axes; enfin, xs et xs' étant les longi- 
tudes de leurs périhélies. Toutes ces longitudes peuvent être rappor- 
tées indifféremment aux plans mêmes des orbites ou à un plan qui 
leur est fort peu incliné, puisque Ton néglige les quantités de l'ordre 
des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons. En sub- 
stituant les valeurs précédentes dans Texpression de R du n^ 48, on aura 

R = — 2 AC) cosi (n7 -nt-\- s'- e) 
— — 2 a— 7 h 2/A('î Ucos[i(n'/ — n/-4-e'— e) -h n/ -f- e — cj] 



m 

2 



-l\a'^^, 2(/-i)A('-0 e'cos[i(n'/~/i/-+-e'-e)-+-n/-+-e-iij')], 



le signe 1 des intégrales finies s*étendant à toutes les valeurs entières, 
positives et négatives, de «, en y comprenant la valeur i = o. De là on 
tire 



PAU àR , m' dA(o^ 

-^ Or ^ 1 oa 



m 



— 2 a —T 1 r A(') cosi n'/ — n/ H- € — e) 

2 [_ drt n -- n J ^ 



2 V ôada' da 



-f- 2a -^-7~ -i-4A(<Mc cos(/i/-+- e — ©') 



m' .r.d^AC) , . . dA(') 2(/-i)n / dA(') ....AT 

.>. [ (^a-* ^ ' oa i[n — n) — n\da /J 

Xecos[/(n'/- nt-\-z—t) -+- nf -i- c — »] 

m' r ,d^A('--') .. . dA('-«) 2(i-i)n /,dA('-*) ,. , ,,. .Al 
:> L Oaôa ^ ôa i[n — n)—n\ da ^ ' /J 

X e' cos[i(n7 — nt-{- e'— e) -Mi/ -+- e — m], 

le signe intégral 2 s*étendant, comme dans ce qui suit, à toutes les 
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valeurs entières, positives ou négatives, de i, la seule valeur i = o étant 
exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce signe les termes 
dans lesquels i = o; m'g est une constante ajoutée à l'intégrale /dR. 
En faisant donc 

„ , ,d»A«» - ,dA«» - 

'*• dada oa da 

' da* 2 oa 2[i(/i-— /i ) — /ij \ dû n — n / 

"* dada ^ ' da i ( n — n ) — n \ da ^ ' ) 

en prenant ensuite pour unité la somme des masses M -h m, et obser- 
vant que, par le n® 20, — 5 — = n*, l'équation (X') deviendra 

dt^ ^ 2 da 

n^m' ^/ , dA(') 2/1 ...A ... . . n 

2 aî»-3 1 aA^'n cosiln' t — ni -h € — e) 

7, \ da n -- n J ^ ' 

-h n'^m'Cecos[nt-\-z — m] -f- n^m'Dô'cos(n/ -\-t — m') 
-4- /i^m' 2C(')e cos[/(/i'^ — /i^-he'— e) -4- nr-h e — cj] 
-+- /iî»m' 2D(')e'cos[/(n'/ — n/-4-e'— e) -h n/ -h e — ct ], 



• A * 



et, en intégrant 



. dACO 2/1 .... 

^ , m' . dA(<») ''i' o V <^« n — n' ... , . 

da = 2ma/»'H a^ -3 /i*2 :t- -p- — cosi(/i / — n/H-e — 6 

-h m'ffecos[nt-\- e — cj) H- rn'fle' cos(n/-4- e — gj') 

C/i/ôsin(/i^-T- t — m] — — Y^nte' sinfn/ -h e — gj' » 

2 ^ '2 ^ 

m' 2f-r^ n Tir T^ cosT/f/i'/ — n/ 4- e'— e) + n/-}- e - cj! 

[«(/i — n ) — n]^ — /i-» *■ ^ ' -* 

D(i)/ia 

m' 2 7-T- r ^ e' cos[i (/i7 — n/ -h e'— e) h- n/ -h c - ®' ], 



I«, , -^ 
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f,tXf^ étant deux arbitraires. L'expression de ^ en tu^ trouvée dans 
le n^ 47» donnera 

— m'fe cos(n/ -f- e — gj) — m'f'e' cos(/t/ -f- e — ct' ) 
-h {m'Cntes\ïi[nt -h e — lar) H- ^m'Diil*' sin(n/ -+- e — «j') 

— m'n^ir^, 7 T9 ? *' cosr/(n7 — nt-^-t'— e) -4- n/ -h eV- »'], 

/et/' étant des arbitraires dépendantes de/ et/' . 

Cette valeur de hr, substituée dans ta formule (Y) du n^ 46» don- 
nera ty^ ou les perturbations du mouvement de la planète en longi- 
tude; mais on doit observer que, nt exprimant le moyen mouvement 
de m, le terme proportionnel au temps t doit disparaître de l'expres- 
sion de 55(^. Cette condition détermine la constante g^ et Ton trouve 

Nous aurions pu nous dispenser d'introduire dans la valeur de ^r les 
arbitraires / et /', puisqu'elles peuvent être censées comprises dans 
les éléments e et r? du mouvement elliptique; mais alors Texpression 
de %v aurait renfermé des termes dépendants de l'anomalie moyenne, et 
qui n'auraient point été compris dans ceux que donne le mouvement 
elliptique : or il est plus commode de faire disparaître ces termes de 
l'expression de la longitude, pour les introduire dans l'expression du 
rayon vecteur; nous déterminerons ainsi/ et/' de manière à remplir 

cette condition. Cela posé, si l'on substitue au lieu dje ^' —g-r— sa 
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valeur — Af*~*' — «-— 3 — ' on aura 

àa 

^ , dA(«i , ,d«A(^) 

da •* da* - • ^ 

n — i(n — »') w — /(n — n') da da* 

dAC) . d»A(') 



- 5 



/'=l(«A0)_a^^-a3 



da^ 



Soit, de plus, 



/i — n' i*(/i — n )2 — n* \ da n— n / ^ da=» 



Î5[n4-i(#i-w')]'-3na 



(O _ iîzilLîaAC-) I ^ fa'> ^^^'^ 1 ^^ aA^'A ^-l^^^l 

(i_-,)(2i-i)/iaA('-0H-.;/-,);iaî^l^^^ 



2[/i-«(n-/*')] n*i-[/i-/(n-n')p' 

on aura 

^ dA(0 an . 

3r m' ,dA(«) m'n^^^ da '^n-n'^ ., , , , , 

— —-TT^'^ < 2 ^/ '"w 5 — cosi n'r — n/-f-e'— e 

a b da 2 i*(n — /i )-» — /i^ ^ ' 

— m'/ecos(/i/-i- e— gt) — m'/'e'cos(n^-+-£— eu') 

{m' Cnte sin ( nr -*- e — m) h- ^m' D nte' s\n(nt -h e — ta' ) 

l E('> ». \ 
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9. \i(n — n)^ i(n — n)[i^ln — n)^ — n^j) ^ 

m'Cnte cos (nt~{-e — w)-hm'l>nte' cos ( n/ -h e — ct' ) 

-, M « sïn[ i in' t — nt -+- e' — €) -\- nt -h e — m'] 

.« , n — iin — n) *■ ^ ' -* 

nm Z l ^ ' 

TT j-r e' sïnï il n' t — nt -h t' — t) -^ ni -h t — m' 1 

n — i{n — n) ^ ^ ' -* 

le signe intégral 1 s'étendant dans ces expressions à toutes les va- 
leurs entières, positives et négatives, de i, la seule valeur i=o étant 
exceptée. 
On doit observer ici que, dans le cas même où la série représentée 

par 2 A^'^cos«(n7-h /i/-^- e'— £) est peu convergente, ces expressions 

de — et de %{^ le deviennent par les diviseurs qu'elles acquièrent. Cette 

remarque est d'autant plus importante que, sans elle, il eût été impos- 
sible d'exprimer analytiquement les perturbations réciproques des pla- 
nètes dont les rapports des distances au Soleil diffèrent peu de l'unité. 
Ces expressions peuvent être mises sous la forme suivante, qui nous 
sera utile dans la suite; soit 

A — e sincj, A'= e' sincj', 
/ = e coSGT, /' = e' coscj'; 

on aura 

^àAM^ in .^ 

«îr ni ^ dA(^^ m' n^ ^ da n — n' ., . , , , 

~^-â<^ —^ ' 2 ^1 Ml i — cosi(/»'/ — /iZ-i-e — £ 

- m'[hf^~ h'f ) s\n[nt -h e) - m' [If -h lf)cos(nt -f- e) 

-4- — (/C-}-/'D)/ifsin{/i/-t-e)-— (AC-4-A'D)n/cos(ii/-+-£) 

2 ^ 

sin [i(/» / — n/ + e — e)-Hn/-t-£j 



,^, /»»-[n — i(ra -«')]» 
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2 



TT ^^aAtO-f-2n«-r7 TTT^r-, ?Ts ir\\ sini(/i / — /i/H-e — e) 



m'{ACH-A'D)n/sin(n^ + e)-hm'(/C-f-/'D)n/cos(/i/-4-e) 

^—iJ^ — -7TSin[i /i'/-nr-+-e'-e 4-'»^-+-e] 
-~;;--7t;; — -tt cos[« n'/ — /»/4-e'— e -f-'^^-^-eJ 

En réunissant ces expressions de %r et de %s^ aux valeurs de r et de t' 
relatives au mouvement elliptique, on aura les valeurs entières du 
rayon vecteur de m et de son mouvement en longitude. 

51. Considérons présentement le mouvement de m en latitude. 
Pour cela, reprenons la formule (Z') du n*^47. Si l'on néglige le pro- 
duit des inclinaisons par les excentricités des orbites, elle devient 

o z=, — j— — h n^iu r -T-; 

do a^ dz ' 

Texpression de R du n^ 48 donne, en prenant pour plan fixe celui de 
Torbite primitive de /w, 

ôK m'z' m'z' -.«,., ^, , , . 

dz a» 2 ^ ' 

la valeur de i s*étendant à tous les nombres entiers positifs et négatifs, 
en y comprenant même i= o. Soient y la tangente de l'inclinaison de 
l'orbite de m! sur l'orbite primitive de /w, et II la longitude du nœud 
ascendant de la première de ces orbites sur la seconde; on aura, à très- 
peu près, 

z'=:fl'ysin(/i7-i-e'— II), 

ce qui donne 

Jl = ^y sin(n't + £'- n) - — a'BOysin (nt-\-e~ U) 

- — a' 2B('-Oy sin[/(n'/ - n/ •+- e'- e) h- n/ + e - n], 

QEiwres de L — l. 3q 
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la valeur de i s'étendant ici, comme dans ce qui va suivre, à tous les 
nombres entiers positifs et négatifs, la seule valeur 1 = étant excep- 
tée. L'équation différentielle en ^u' deviendra donc, en multipliant la 

valeur de -r- par n^à^^ qui est égal à Tunité, 



o = 



^f^4-nî»aa'~m'/iî»-^ysin(/i'/4-e'-n)4-^^aa'B(0ysin(n/H-e 
4- ^IUlBl, aa' 2B('-0y sin[i (»'/ - /i/ -f- e'~ e) -+- n/ ^- e - D]; 

d'où Ton tire, en intégrant et en observant que, par le n° 47, ts= — a%u\ 

is=i — -TT-ysm n7-i-e' — n) 7 — B^^^/iry cos /i/-h e — H) 

H 2-T — p -. ht^ ysmh n7 — /i/^-e'--£)-hn/-i-c — nj. 

Pour avoir la latitude de m au-dessus d'un plan fixe peu incliné à 
celui de son orbite primitive, en nommant 9 Tinclinaison de cette or- 
bite sur le plan fixe, et la longitude de son nœud ascendant sur le 
même plan, il suffira d'ajouter à S5 la quantité tang<psin(f' — 6) ou 
tang(psin(/i/ -h e — 0), en négligeant l'excentricité de l'orbite. Nom- 
mons ç' et W ce que deviennent 9 et 6 relativement à m'. Si m était 
en mouvement sur l'orbite primitive de m\ la tangente de sa latitude 
serait tang<p'sin(/i/-f- e — 0'); elle serait tang9 sin(/i/ -+- e — 6), si m 
continuait de se mouvoir sur son orbite primitive. La différence de ces 
deux tangentes est à trës-peu près la tangente de la latitude de m au- 
dessus du plan de son orbite primitive, en le supposant mû sur le plan 
de l'orbite primitive de m'\ on a donc 

lang9'sin(/i/-f-e — B'] — lang9sin(n/-h e— 6) =y sin(/i/-+- e ~ II ). 

Soit 

iang9 sinô=p, tang9' sin0'— /?', 

ung9 COS0 = qy iang9' cos0'= q' ; 

on aura 

y sinll =/?'—/>, y cosU ~ q'— q, 

et par conséquent, si l'on désigne par 5 la latitude de m au-dessus du 
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plan fixe, on aura, à très-peu près, 



m'à^a! 



q s\ïi[nt -\- e)—pcos{ni -+- e) 7 — ip'—p) ^^*^nt sin(/i/ -+- e) 

( — ^- -? 2^7 TT^ s\n[ iin't — nt -ht'— t) -h ni -h el 

/ r- r~^'( MTï cos[i(n'f - n/ -4- e- £) -h n/ -t- e] \ 

52. Rassemblons présentement les formules que nous venons de 
trouver. Nommons (r) et {v) les parties du rayon vecteur et de la lon- 
gitude ç sur l'orbite, qui dépendent du mouvement elliptique; on aura 

r--.-- [r] -4- (îr, v -- (i»^ 4- dv. 

La valeur précédente de s sera la latitude de m au-dessus du plan fixe; 
mais il sera plus exact d'employer, au lieu de ses deux premiers termes, 
qui sont indépendants de m\ la valeur de la latitude qui aurait lieu 
dans le cas où m ne quitterait point le plan de son orbite primitive. 
Ces expressions renferment toute la théorie des planètes, lorsque Ton 
néglige les carrés et les produits des excentricités et des inclinaisons 
des orbites, ce qui est le plus souvent permis. Elles ont d'ailleurs 
l'avantage d'être sous une forme très -simple, qui laisse facilement 
apercevoir la loi de leurs différents termes. 

Quelquefois on aura besoin de recourir aux termes dépendants des 
carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et même 
des puissances et des produits supérieurs. On pourra déterminer ces 
termes par l'analyse précédente; la considération qui les rend néces- 
saires facilitera toujours leur détermination. Les approximations dans 
lesquelles on y aurait égard introduiraient de nouveaux termes, qui 
dépendraient de nouveaux arguments. Elles reproduiraient encore les 
arguments que donnent les approximations précédentes, mais avec des 
coefficients de plus en plus petits, suivant cette loi, qu'il est aisé de con- 

39. 
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dure du développement de R en série, donné dans le n® 48 : Un argu- 
ment qui, dans les approximations successives, se trouve pour la première 
fois parmi les quantités d'un ordre quelconque r, nesi reproduit que par 
les quantités des ordres r H- 2, r -h 4» 

Il suit de là que les coefficients des termes de la forme t {nt -+- e), 

qui entrent dans les expressions de r, v et s, sont approchés jusqu'aux 
quantités du troisième ordre, c'est-à-dire que l'approximation dans 
laquelle on aurait égard aux carrés et aux produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites n'ajouterait rien à leurs valeurs; elles 
ont donc toute la précision que l'on peut désirer, ce qu'il est d'autant 
plus essentiel d'observer, que de ces coefficients dépendent les varia- 
tions séculaires des orbites. 

Les divers termes des perturbations de r, v, s sont compris dans la 
forme 

sin 
k ïiin't — nt-\- e'— e] H- rnt -h rel, 

r étant un nombre entier positif ou zéro, et k étant une fonction des 
excentricités et des inclinaisons des orbites de l'ordre r ou d'un ordre 
supérieur. On peut juger par là de quel ordre est un terme dépendant 
d'un angle donné. 

Il est clair que l'action des corps m'\ m'\ ... ne fait qu'ajouter aux 
valeurs précédentes de r, v et s des termes analogues à ceux qui ré- 
sultent de l'action de m', et qu'en négligeant le carré de la force per- 
turbatrice, les sommes de tous ces termes donneront les valeurs en- 
tières de r, V et s. Cela suit de la nature des formules (X'), (Y) et (Z'), 
qui sont linéaires relativement aux quantités dépendantes de la force 
perturbatrice. 

Enfin, on aura les perturbations de m\ produites par l'action de m, 
en changeant, dans les formules précédentes, a, /i, A, /, g, ct, p, q et 
m' en a', n\ h\ /', e', ty', p\ q' et m, et réciproquement. 
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CHAPITRE VIL 



DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS CÉLESTES. 



53. Les forces perturbatrices du mouvement elliptique introduisent, 

dans les expressions de r, ^ et 5 du Chapitre précédent, le temps t 

hors des signes sinus et cosinus, ou sous la forme d'arcs de cercle qui, 
en croissant indéfiniment, doivent à la longue rendre ces expressions 
fautives; il est donc essentiel de faire disparaître ces arcs, et d'avoir 
les fonctions qui les produisent par leur développement en série. Nous 
avons donné pour cet objet, dans le Chapitre V, une méthode géné- 
rale, de laquelle il résulte que ces arcs naissent des variations des élé- 
ments du mouvement elliptique, qui sont alors fonctions du temps. 
Ces variations s'exécutant avec une grande lenteur, elles ont été dési- 
gnées sous le nom d'inégalités séculaires. Leur théorie est un des points 
les plus intéressants du Système du monde; nous allons la présenter ici 
avec l'étendue qu'exige son importance. 
On a, par le Chapitre précédent, 

r = fil I — Asin(n/ H- e) — l cos (nt -\- e) — . . . 

-{ ^ (/C-+- /'D) nts\n[nt ^e)-!^[hC-^ A'D) nt cos{nt 4- e) -4- m'S 1, 

— -■- /t H- inns\n(nt -h e) -i- 2nlcos[nt 4- e) H-. . . 

— m'(lC 4- /'D) n^ts\n(nt -h e) 4-/7i'(AC ■+■ h'D) n^tcos[nt 4- e) 4- m'T, 

s -~ qs\n(nt-\- e) — pcos(nt 4- e) 4-. . . 



nt! ^ ,, , x«..v . . , . . m 



-7-a2a'(p'— />)B(«);i/sin(w/4-6)— -7- a^^'l?' -qf)BO)n/cos(/i^4-e)4-m'x, 
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S, T, 1 étant des fonctions périodiques du temps i. Considérons d'abord 
l'expression de ^5 et comparons-la à l'expression de y du n®43. L'ar- 
bitraire n multipliant l'arc / sous les signes périodiques dans l'expres- 
sion de ^9 on doit alors faire usage des équations suivantes, trouvées 
dans le n*' 43, 

Or=rX'-+-0X"-Y, 

o = Y'-f-0Y''-f-X''-2Z, 



Voyons ce que deviennent ici X, X', X", Y, . . . : en comparant l'expres- 
sion de ^ à celle de 7 du numéro cité, on trouve 

X = n -h 2/iAsin(/i^-h e) -h 2/i/cos(/i^-he; H-m'T, 

Y = m'n2( AC -+- A'D) cos(n^ -f- c) — m'/iî»(/C -f- /D) sin(/i/ -h 6 . 

Si l'on néglige le produit des différences partielles des constantes par 
les masses perturbatrices, ce qui est permis, puisque ces différences 
sont de l'ordre de ces masses, on aura, par le n** 43, 

X'-= ^ [i-h iihs\n[nt-\- e) H- 2/cos(w/ -h e)] 

-f- 2/i-T^ [Acos(/i/-f- e) — /sin(/i/-f-c)] 

dh . , ^ \ ûf/ , ^ 

-h in -TT- s\n [nt -h t) -h in -jz cos(/»^-f-6 , 

X''^ ^^jJû [Acos(n/-f- e) — /sin(w/-f-6)]. 
L'équation o = X'-h 9X"— Y deviendra ainsi 

o — -.— [1 -f- 2Asin(/i/-he) -h 2/cos(/i/4- e)] 

dh , , ^ . dl , 

-h 2/1-1^ sm(/i/-^e) -+- an^ cos(w/-i-€) 

'^ '^^v 'dS '^ ^)['^cos(/i^-he) — /sin(/i^-h6)] 
- m'/iî» (/iC -h A'D) cos{n/ -t- e) -t- m'/i2(/ C -+- f D) sin (n/ -+- £). 
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En égalant séparément à zéro les coefficients des sinus et des cosinus 
semblables, on aura 



o = 


dn 

de' 










o 


dh 

de 


,de 


m 

m'n 

2 


(/C-t- 


/D), 


o = 


dl 

dB^ 


, de 

''de 


tn n 

2 


(ACh- 


AD) 



Si l'on intègre ces équations, et si dans leurs intégrales on change 
en r, on aura, par le n® 43, les valeurs des arbitraires en fonctions 

de I, et Ton pourra effacer les arcs de cercle des expressions de -^ et 

de r; mais, au lieu de ce changement, on peut tout de suite changer 
en / dans ces équations différentielles. La première de ces équations 
nous montre que n est constant, et, comme l'arbitraire a, de l'expres- 
sion de r, en dépend, en vertu de l'équation n^ = —•, a est pareille- 

inent constant. Les deux autres équations ne suffisent pas pour dé- 
terminer A, /, £. On aura une nouvelle équation, en observant que 

l'expression de -r- donne, en l'intégrant, Jndt pour la valeur de la lon- 
gitude moyenne de m; or nous avons supposé cette longitude égale 
à n/ -h e; on a donc nt-h t =fndt, ce qui donne 

dn de 

'dt-^Tt='''^ 

et, comme on a ^ ~ o, on aura pareillement ^ -- o. Ainsi les deux 

arbitraires n et e sont constantes; les arbitraires A et / seront par con- 
séquent déterminées au moyen des équations différentielles 

(,) ^^-.^(/CH-rD;. 

^ ' dt n ^ 

(2) -j-^^-^ihC-h/f'D, 



.* 
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La considération de l'expression de ^ nous ayant suffi pour déter- 
miner les valeurs de n^ a, A, / et e, on voit a priori que les équations 
différentielles entre les mêmes quantités, qui résultent de Texpression 
de r, doivent coïncider avec les précédentes. C'est ce dont il est facile 
de s'assurer a posteriori, en appliquant à cette expression la méthode 
du n^ 43. 

Considérons maintenant Texpression de s. En la comparant a celle 
de y du numéro cité, on aura 

X = 5f sin(/i/-he) —pcos{nt-ht) -hm'x* 



Y = 



-7- a^a'B(*)(p — />') sin(ii/ -4- e) 4- -j- a^a'B(*^ (q — q^) cos(nt -h e). 



n et e étant constants, par ce qui précède, on aura, par le n® 43, 

\' = -^sïn{nt-he)-^ cos(nt -h e), 
X''== o. 

L'équation o = X'H- 6X' — Y devient ainsi 
o r= ^ sin(/i/-i-e) - ^ cos(n/ -4- e) 

d'oii l'on tire, en comparant les coefficients des sinus et des cosinus 
semblables, el en changeant 8 en /, pour avoir directement/? et q en 
fonctions de ty 

(4) § = ^^-^a.«'B(.)(;,-;.'). 

Lorsque l'on aura déterminé p et q par ces équations, on les substi- 
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tuera dans l'expression précédente de s, en effaçant les termes qui 
contiennent des arcs de cercle, et l'on aura 

sz= qsinint -h e) —pcos[nt-\-e) -h m'x» 

54. L'équation ^- = o, que nous venons de trouver, est d'une 

grande importance dans la théorie du Système du monde, en ce qu'elle 
nous montre que les moyens mouvements des corps célestes et les 
grands axes de leurs orbites sont inaltérables; mais cette équation 
n'est approchée que jusqu'aux quantités de l'ordre m'h inclusivement. 
Si les quantités de l'ordre m'A^ et des ordres suivants produisaient 

dans ^ un terme de la forme 2*/, k étant une fonction des éléments 

des orbites de m et de m\ il en résulterait dans l'expression de v le 
terme kt^^ qui, en altérant la longitude de m proportionnellement au 
carré du temps, deviendrait à la longue extrêmement sensible. On 

n'aurait plus alors -t~ — o; mais, au lieu de cette équation, on aurait, 

par le numéro précédent, ^ ~ 2^; il est donc très-important de sa- 
voir s'il existe dans l'expression de v des termes de la forme kt^. Nous 
allons démontrer que, si l'on n'a égard qu'à la première puissance des 
masses perturbatrices , quelque loin que l'on porte d'ailleurs les ap- 
proximations relativement aux puissances des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites, l'expression de ^ ne renfermera point de termes 
semblables. 

Reprenons pour cela la formule (X) du n® 46, 

acosv I /irf/.rsini^fa/dR+r — j— flsini^ I /irf/.rcoscf 2/dR-f-r-^ 



li.yJV 



— /»2 



Considérons la partie de 8r qui renferme des termes multipliés par /*, 
ou, pour plus de généralité, considérons les termes qui, étant multi- 
pliés par le sinus ou par le cosinus d'un angle a/ + ê, dans lequel a 

OEwres de L, — I. 4° 
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est trës«petit» ont en même temps oc' pour diviseur. Il est clair qu'en 
supposant a = o» il en résultera un terme multiplié par i', en sorte 
que ce second cas renferme le premier. Les termes qui ont a' pour 
diviseur ne peuvent évidemment résulter que d'une double intégra- 
tion'; ils ne peuvent donc être produits que par la partie de h' qui ren- 
ferme le double signe intégral /. Examinons d'abord le terme 

2gcos(^//irf/(rsini^/dR) 
fxv^i — «a 

Si Ton fixe l'origine de Tangle v au périhélie» on a dans l'orbite ellip- 
tique, par le n® 20, 

r = ' y 

I 4-eCOSl' 

et par conséquent 

COSV— — ^ 



er 



d'où l'on tire, en difi<ârentiant, 



r^dv sm v = — ^ '- dr; 

e 



mais on a» par le n^ 19, 



r^dv = di v^fxa(i — e^] == a^ndt^i — e>; 

on aura donc 

andi.r sïnv rdr 



VI — e^ 



Le terme ? . ? . yQ^^J^ [rsmvj deviendra ainsi 

^flrdrfdR), ou ^ [r^fdR^fr^dK). 

Il est visible que, cette dernière fonction ne renfermant plus de doubles 
intégrales, il ne peut en résulter aucun terme qui ait «' pour diviseur. 
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Considérons présentement le terme 

2 a sin vfn dt(r cos vfdK ) 

de l'expression de Sr. En substituant pour cosi' sa valeur précédente 
en r, ce terme devient 

fie^i — e'* 

On a» par le n"" 22, 

x' étant une suite infinie de cosinus de l'angle m -ht et de ses mul- 
tiples; on aura donc 

i//irf/[r-a(i-^»)]/dR^«/nA(|e-f-x')/dR. 

Nommons x" l'intégrale S^ndt\ on aura 

ajndt [\e + x' )/dR = iaeJndtJiSi 4- ax'fiK - a/x^R. 

Ces deux derniers termes ne renfermant point le double signe intégral, 
il ne peut en résulter aucun terme qui ait (f? pour diviseur; en n'ayant 
donc égard qu'aux termes de ce genre» on aura 

— ^ ^ sin vfn dt ( r cos i^/dR ) _ 3a^e sin vfn dtfdR, __ dr 3a ^ , ^ ... 

et le rayon r deviendra 

(r) et (— ^) étant les expressions de r et de -^ relatives au mouve- 
ment elliptique. Ainsi, pour avoir égard, dans l'expression du rayon 
vecteur; à la partie des perturbations qui est divisée par a', il suffit 

4o. 
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d'augmenter de la quantité — JndtfdR la longitude moyenne ni 

de cette expression relative au mouvement elliptique. 

Voyons comment on doit avoir égard à cette partie des perturba- 
tions, dans l'expression de la longitude ^. La formule (Y) du n^ 46 

donne, en y substituant ^- fndtfdK au lieu de 8r, et en n'ayant 

égard qu'aux termes divisés par a^, 



ird-r-'.-dr^ 



-hi 



or on a, par ce qui précède, 

, aendt sinv «, « ,. , r 

d'où il est facile de conclure, en substituant pour cosi' sa valeur précé- 
dente en r, 



ird^r-hdr^ 



-hi 



a^n^dr^ dv 



v/i — e2 



ndt 



en n'ayant donc égard qu'à la partie des perturbations qui a pour divi- 
seur a^, la longitude v deviendra 



y^-iMj^""^'^ 



[v) et (— ^) étant les parties de v et de — ^ relatives au mouvement 

elliptique. Ainsi, pour avoir égard à cette partie des perturbations 

dans l'expression de la longitude de m, on doit suivre la même règle 
que nous venons de donner pour y avoir égard dans l'expression du 
rayon vecteur; c'est-à-dire qu'il faut augmenter, dans l'expression 
elliptique de la longitude vraie , la longitude moyenne ni-h t de la 

quantité — fndlfdW. 
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La partie constante de l'expression de (-37)' développée en série de 

cosinus de l'angle /i/ -f- e et de ses multiples, se réduisant à l'unité, 
comme on Ta vu dans le n® 22, il en résulte, dans l'expression de 

la longitude, le terme — fndtfdR, Si dR renfermait un terme con- 

stant km'ndt, ce terme produirait, dans l'expression de h longitude f^, 

le suivant kn^t^. L'existence de semblables termes dans cette 

expression se réduit donc à voir si dR renferme un terme constant. 

Lorsque les orbites sont peu excentriques et peu inclinées les unes 
aux autres, on a vu (n® 48) que R peut toujours se réduire dans une 
suite infinie de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnelle- 
ment au temps t. On peut les représenter généralement par le terme 
km' cos {i'n't-\- m/ -h A), t et «' étant des nombres entiers positifs ou 
négatifs, ou zéro. La différentielle de ce terme, prise uniquement par 
rapport au moyen mouvement de m, est —ikm'ndtsin{i'nf 1-^-1111 + A); 
c'est la partie de dR relative à ce terme; elle ne peut pas être constante, 
à moins que l'on n'ait o = t'/i'-h i/i, ce qui suppose les moyens mou- 
vements des corps m et m' commensurables entre eux; et, comme cela 
n'a point lieu dans le système solaire, on doit en conclure que la valeur 
de dR ne renferme point de termes constants, et qu'ainsi, en ne consi- 
dérant que la première puissance des masses perturbatrices, les moyens 
mouvements des corps célestes sont uniformes, ou, ce qui revient au 

même, -r- — o. La valeur de a étant liée à celle de n au moyen de 
l'équation /i* = ii, il en résulte que, si l'on néglige les quantités pé- 
riodiques, les grands axes des orbites sont constants. 

Si les moyens mouvements des corps m et m\ sans être exactement 
commensurables, approchent cependant beaucoup de l'être, il existera, 
dans la théorie de leurs mouvements, des inégalités d'une longue pé- 
riode, et qui pourront devenir fort sensibles, à raison de la petitesse 
du diviseur a^. Nous verrons dans la suite que ce cas est celui de Ju- 
piter et de Saturne. L'analyse précédente donnera d'une manière fort 
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simple la partie des perturbations qui dépend de ce diviseur. Il en ré- 
sulte qu'il suffît alors de faire varier la longitude moyenne nt-ht ou 

fndtf de la quantité — fndtfdH; ce qui revient à faire croître n, 

dans l'intégrale fndif de la quantité — /dR; or» en considérant Ter- 

bite de ni comme une ellipse variable, on a n' = -^; la variation précé- 
dente de n introduit donc dans le demi-grand axe a de l'orbite la va- 

2a^/dR 
nation ^ — 

Si l'on porte dans la valeur de ^ la précision jusqu'aux quantités 

de l'ordre des carrés des masses perturbatrices, on trouvera des termes 
proportionnels au temps; mais» en considérant avec attention les équa- 
tions différentielles du mouvement des corps m, m\..., on s'assu- 
rera facilement que ces termes sont en même temps de Tordre des 
carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites. 
Cependant, comme tout ce qui affecte le moyen mouvement peut à la 
longue devenir fort sensible, nous aurons dans la suite égard à ces 
termes, et nous verrons qu'ils produisent les équations séculaires ob- 
servées dans le mouvement de la Lune. 

55. Reprenons maintenant les équations (i) et (2) du n^ 53, et sup- 
posons 

(o,i) = — , \oJ] = 



9. • ' 9. 



elles deviendront 



j^= (o, i)/- [o, i| /, 



TT =— (o, i)A-f- | o, j\ h\ 



Les expressions de (o, i) et de \o7T] peuvent être déterminées fort 



simplement de cette manière. En substituant, au lieu de C et de D, 
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leurs valeurs déterminées dans le n° 50, on aura 

m'nf .,,, , dA(') , ,<J»A(')\ 



On a, par le n'' 49, 



aA(«) 






a^^^^T ^-ia»^^-^ =:-a«-^2 laS 



da ^' aa» "doc "" da^ ' 

on obtiendra facilement, par le même numéro, -^ et , \ en fonc- 
tions de ^1 et de 6i , et ces quantités sont données en fonctions 

linéaires de &.# et de hj\ on trouvera, cela posé, 

^ dû "^^^ da> ~"2(i -««)>' 



partant 






Soit 



{«« — 2aa'cos9-htf'^)*=={a, «') + («, «')'cos9-+- (tf, a')''cos2Ô 4-. . .; 

on aura, par le n^ 49, 
on aura donc 

, ._ Z m'nd^a'[a, a')' 

On a ensuite I par le n^ 49, 
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en substituant, au lieu de fti et de ses différences, leurs valeurs en 

'À 

b^t et 6_ I , on trouvera la fonction précédente égale à 



partant 



ou 



(i-a2)2 '• 

I 1 _ _ 3 m'an\( a^ -\_a 2 ) ( a, a) ' -^ a d {a, a') ] 



on aura donc ainsi des expressions fort simples de (o, i) et de [o^i i , 
et il est facile de se convaincre, par les valeurs en sériçs de b^i et de 

6_jL, données dans le n** 49, que ces expressions sont positives si n est 

positif, et négatives si n est négatif. 

Nommons (o, 2) et |o, 2] ce que deviennent (o, i) et |o, i j , lors- 



que Ton y change a' et m' dans a" et m'\ Nommons pareillement (o, 3' 



et o, 3[ ce que deviennent ces mêmes quantités, lorsque l'on y change 



a' et m' en a'" et m'", et ainsi de suite. Désignons, de plus, par h'\ /"; 
h'", r, . . . les valeurs de A et de / relatives aux corps m'\ mT, ... ; on 
aura, en vertu des actions réunies des différents corps m\ m", ni \ . . . 
sur m, 

-7- — [(o, i) -4- (o, 2) H- (o, 3) -4-. . .]/ - I o, I : /' — |o, a|r — . . ., 

■J- — — [(o, i; -h (o, 2) -f- (o, 3) -h . . .] A-h i o, I \h'-\- [o,_2| A'-r- 

n , , . dh' (II' dh'' dl" .,^ . . , 

Il est clair que -^> ^-7 -j-? -1-5 • • • seront détermines par des exprès- 
sions semblables à celles de zjj ^^^^ -^^^ ^t qu'il est facile de conclure 
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asi 



de celles-ci, en y changeant successivement ce qui est relatif à m dans 
ce qui a rapport à m\ wl\ . . . , et réciproquement. Soient donc 



(i, o), I^ 



('» 2), 



1,2 



ce que deviennent 



( 



o, "i 



o, I 



(o, 2), 



o, 2 



lorsque l'on y change ce qui est relatif à m dans ce qui est relatif à m', 
et réciproquement; soient encore 



(2,0), 



2. o 



{î^»0» 



2, ï 



ce que deviennent 



[o, 2), o, 2 



(0,1), fo, i| ; ..., 



lorsque Ton y change ce qui est relatif à m dans ce qui est relatif 
k vnL\ et réciproquement; et ainsi de suite. 'Les équations différentielles 
précédentes, rapportées successivement aux corps m, m\ wl\ . . . , don- 
neront, pour déterminer A, /, h! y /', A", /", . . . , le système suivant 
d'équations 



dh 
dt 

dl 
dt 

dh' 
dt 



vA; \di 

dt 
dt 



= [(0,l)H- 



-[(o>i) 



[(I.o) 



[('.0)4- 



[(^, o) 



rfr 



-JT ^~[(2,o)-f- 



0,2) H- (o, 3) -h...]/ 



0,2) -i (o, 3) -+-.,.] A -h 



1,2) -f-(i,3) -+-...]/' 



1,2) -h (i,3) -h...]A'-+- 



2, 1)^-(2,3)^-...]r- 



2, l) -f- (2,3) H-... ]*"-+- 



o, I 



/' — 0,2 l" — o, 3 t* — . . . , 



o, 1 



h' 



o, 2 



O, 3 A'^-f- . . . , 



1,0 



1,0 



2, o 



/ 


I,2| 


h + 




«.9 




l - 


2,1 



l" - T73|r-..., 



A'^-f- 1,3 A-'-+-.... 



/' - f^Tl r -... 



2, o 



2, t 



i, 3|A^-h. . ., 



1 



(Œuvres de L. — I. 



4i 
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Les quantités (o, i) et (i, o), o, i et i,o ont entre elles des rap- 

ports remarquables qui peuvent en faciliter le calcul , et qui nous se- 
ront utiles dans la suite. On a, par ce qui précède» 



, . 3m'na^a'(a,a'y 



Si, dans cette expression de (o» i), on change m' en m, n en n\ a en a', 
et réciproquement, on aura l'expression de (i>o), qui sera par con- 
séquent 

mais on a (a, a'y= {a\ ay, puisque Tune et l'autre de ces quantités 

I 
résulte du développement de la fonction (a*— aoo'cosO + a'*)^ dans 

une série ordonnée suivant les cosinus de l'angle 6 et de ses multiples; 

on aura donc 

(o, i)mn'a!=^ {i,o) m'na; 

or on a, en négligeant les masses m^m\... vis-à-vis de M» 

M _ M 



• • • 



partant 

(o, i) /n^=: (i,o)m' ^/ô', 

équation d'où l'on tirera facilement (i,o), lorsque (o, i) sera déter- 
miné. On trouvera de la même manière 



o, I 



m^a=^ |i, o I m' ^ . 



Ces deux équations subsisteraient encore dans le cas où n et n' auraient 
des signes contraires, c'est-à-dire si les deux corps m et m' circulaient 
en différents sens; mais alors il faudrait donner le signe de n au radi- 
cal y[a^ et le signe de n! au radical yja' . 
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Des deux équations précédentes résultent évidemment celles-ci 



(o, 2)m ^ = (2, oj/n^'^a*', 



838 



(i, 2)m'v^=(2, I)m''v/«^ 



E. 


T] m 


^- 


2, 


m'^oT, 


[h 

• • ■ 


2|m' 


^- 


J2, I 


m'v/ô^, 



56. Maintenant» pour intégrer les équations (A) du numéro précé- 
dent, nous ferons 

A=:N sin(g^/-h6), / = N cos(g^/-h6), 
A'=N'sin(g^-h6), /'=N'cos(ff/-h6), 



en substituant ces valeurs dans les équations (A), on aura 



Nff = [(o, i) -f- (0,2) -4-...JN — o, I N'— o, 2 N''— . . ., 



(B) 



N'é^ = [(i,o)^(i,2)H....]N'- 
N"ff=[(2.o)-h(2, O+.^.JN-'- 



itO 



2. o 



N-[TjTlN"~..., 
N — 2, i[ N' — . . ., 



Si Ton suppose le nombre des corps m, m\ rri\ . . . égal à i, ces équa- 
tions seront en nombre i, et, en éliminant les constantes N, N', . . . , on 
aura une équation finale en g^ du degré U que l'on obtiendra facile- 
ment de cette manière. 
Nommons f la fonction 

Nî»mVâ[g-— (o, i) — (o, 2) - . . .] 



2Nm v^a j[^N'^-[ô^2]N''-^...| 



2N^m^v/^| rïrâ] N^--h|T73lN^-+-...{ 



2N''m''v/û^|[2r3lN-'^-...j 



4i. 
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Les équations (B) se réduisent, en vertu des relations doanéet diOBi le 
numéro précédent, à celles-ci 

âN""""' dSP^""' dN''""''' ' 

en considérant donc N, N\ N'',... comme autant de variables, 9 sera un 
maximum. De plus, (p étant une fonction homogène de ces variables, 
de la seconde dimension, on a 

on a donc 9 = o, en vertu des équations précédentes. 

Présentement, on peut déterminer ainsi le maximum de la fonc- 
tion 9. On différentiera d'abord cette fonction relativement à N» et Ton 

substituera dans 9, au lieu de N, sa valeur tirée de l'équation ^ -^ o, 

valeur qui sera une fonction linéaire des quantités N', N", ... ; on aura 
de cette manière une fonction rationnelle, entière et homogène, de la 
seconde dimension en N', N", ... : soit 9^*^ cette fonction. On différen- 
tiera <p^*^ relativement à N', et l'on substituera dans (f^*K au lieu de N', 

sa valeur tirée de l'équation -^- — o; on aura une fonction homogène 

et de la seconde dimension en N", N*', ... : soit <p^*^ cette fonction. En 
continuant ainsi, on parviendra à une fonction (f^'"*^ de la seconde 
dimension en N^'~'^ et qui sera par conséquent de la forme (N^'"'*^)'il, 
k étant une fonction de g et de constantes. Si l'on égale à zéro la diffé- 
rentielle de ç^^"'^ prise par rapport à N^'~*\ on aura i = Of ce qui don- 
nera une équation en g du degré 1, et dont les diverses racines donne- 
ront autant de systèmes différents pour les indéterminées N, N', N",...; 
l'indéterminée N^'~*^ sera l'arbitraire de chaque système, et Ton aura 
sur-le-champ le rapport des autres indéterminées N, N\... du même 
système à celle-ci, au moyen des équations précédentes, prises dans 
un ordre inverse, savoir 
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Soient^, g^j gif*-* les i racines de l'équation en g; soit N» N\ N", . . . 
le système des indéterminées relatif à la racine g; soit N|, N'p N', . . « 
le système des indéterminées relatif à la racine g^ , et ainsi de suite : 
on aura, par la théorie connue des équations différentielles linéaires, 

A =rN sin(g-/-!-6)-r-N|Sin(g-|/-i-6i)-hN2sin(g-2/-+- 62)-+-.. ., 
A'=:N'sin(gt-H6) -hN'jSinfg-i/H-S,) -hN2Sin(gra/4-62) -4-. . ., 
h^=z N^sin(gf -f- 6) H- N', sinfg-i/ -+- 6,) -4- N' sin(g-2 / -4- ^2) -H- • m 



6, 64, ^2,... étant des constantes arbitraires. En changeant, dans ces 
valeurs de A, h'. A"", . . . , les sinus en cosinus, on aura les valeurs de 
/, /', r Ces différentes valeurs renferment deux fois autant d'ar- 
bitraires qu'il y a de racines gt gn 5^2» • • • î car chaque système d'indé- 
terminées renferme une arbitraire, et, de plus, il y a i arbitraires 6, 
S|, 62, ... ; ces valeurs sont par conséquent les intégrales complètes des 
équations (A) du numéro précédent. 

Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer les constantes N, 
N,, . . . ; N', N*, , . . . ; 6, ê, , Les observations ne donnent point immé- 
diatement ces constantes; mais elles font connaître, à une époque don- 
née, les excentricités e, e\... des orbites, et les longitudes ex, o', . . . 
de leurs périhélies, et par conséquent les valeurs de A, A', ...,/,/',... ; 
on en tirera ainsi les valeurs des constantes précédentes. Pour cela, 
nous observerons que, si l'on multiplie la première, la troisième, la 
ciaquième, . . , de^s équations différentielles (A) du numéro précédent 

respectivement par Nm^a, NWV^',..., on aura, en vertu des équa- 
tions (B) et des relations trouvées dans le numéro précédent entre 

(o, i) et (i, o), (o, 2) et (2, o), ,i. . , 

Si Von sobsâtne dans cette équation, au lieu de A, A',..., /, /',..., leurs 
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valeurs précédentes, on aura, en comparant les coefficients des mêmes 

cosinus, 

o = NN, m v/â -+- N' N', mVô^ + N'N', m' ^ 
o = NNï m v/â -4- N' N'a m' v/ô^ -(- N» N', m' ^ 



• • • > 



• • 1 



Cela posé, si Ton multiplie les valeurs précédentes de A, h\... respec- 
tivement par N/71 yja^ H'm'y/â! , • . . , on aura, en vertu de ces dernières 
équations, 

N mA v^ -+- H'm'h' ^H' -+-, Wm"h" v^ -t- . . . 

= ( N « m v^ -4- N ' » m Vô^ -4- N " 2 m" ^Â? -^ . . . ) si n ( «^ -f- 6 ) . 

On aura pareillement 

Nm/ v/â -H N'mT v^H- N'Wr v/ô^-t- . . . 
^(Namv^-i-N'«m'v^-^N''^m^v/û^-4-...)cos(gt-h6). 

En fixant Torigine du temps / à l'époque pour laquelle les valeurs de A, 
/, A\ l\... sont supposées connues, les deux équations précédentes 
donnent 

N A/n /â -h N' A'/n' v^ -f- N''A"m" v/û?' -h . . . 



langé = 



N Im yj\a -\- ^'l'm' si à -+- WV'm^ ^ 



Cette expression de tangS ne renferme point d'indéterminée; car, 
quoique les constantes N, N', N'',... dépendent de rindéterminée N^**\ 
cependant, comme leurs rapports à cette indéterminée sont connus 
par ce qui précède, elle disparait de Texpressioii de tang'C. Ayant tmsî 
déterminé 6, on aura N<^*) au moyen de Tune des deux équations ^i 
donnent tangS, et l'on en conclura le système des indéterminées N, 
N', N", ... relatif à la racine g. En changeant, dans les expressions 
précédentes, cette racine successivement en ^i, ^3, ^|, . . . , on aura les 
valeurs des arbitraires relatives à chacune de ces racines. 

Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions de A, /, h\ /',...• 
on en tirera les valeurs des excentricités e, e\,.. des odbitdt, et des 
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longitudes cr» «/, . . . de lears périhélies» au moyen des équations 

h , . h' 
tangisj=v9 tangEj=v> •••; 

on aura ainsi 

e« = N« -f- NJ -h Nî 4- . . . + liNN, cosflg'i — g') / -f- 6i - 6] 

aNNa cos[(g^j — g-) f -f- §2 — 6] H- 2N1 N2 C0s[(g'2 — g'i) /-f-^a — S^^"-' • 



Cette quantité est constamment plus petite que (N 4- N, + Nj -^ . . ,)*, 
lorsque les racines gf gt^* sont toutes réelles et inégales, en prenant 
positivement les quantités N, N« ,....< On aura pareillement 

__ Nsin(g-/H-6) -h Ni sin(g-|/ + 6<) -hNa sin(g'2 /H- 62) -4-. . . 
^^'^ Ncosjg'/ H- 6) -+- Ni cosîg-i t -f- 6,) H- N2Cos(g-2 / -+- 62) -H . . . ' 

* 
d'où il est facile de conclure 

tiinWwt r^ g^ Nisin[(gi-g)/-i-6i-6]-l-N2sin[(ga--g)/^62-6)-^... 
^^ ^ ^^ — N-f-NiCos[(g^i-g-)/-f-6i-6]-i-N2COs[(g-2--ê-)/-h62-6]-+-... 

Lorsque la somme N^ + N, 4- . . . des coefficients des cosinus de ce déno- 
minateur» pris tous positivement» est moindre que N, tang(a — gt — ^) 
ne peut jamais devenir infini ; Tangle u — gt — & ne peut donc jamab 
alors atteindre le quart de la circonfér^iec» en sorte que le vrai moyen 
mouvement du périhélie est* dans ce cas, égal à gt. 

57. Il suit de ce qui précède que les excentricités des orbites et les 
positions de leure grands axes sont assujetties à des variations ceasi-* 
dérables, qui changent à la longue la nature de ces orbites, et dont les 
périodes, dépendantes des racines g^ g^^ g^^^f embrassent, relative- 
ment aux planètes, un grand nombre de siècles. On peut ainsi considé- 
rer les excentri^tés comme des ellipticités variables, et les mouvements 
des périhélies comme n'étant pas uniformes. Ces variations sont très- 
sensibles dans les sateUites de Jupiter, et nous vet rons dans la suite 
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qu*elle8 expliquent les inégalités singulières observéesdans- le moQf^e» 
vement du troisième satellite. Mais les variations des excentricités 
ont-elles des limites, et les orbites sont-elles constamment peu diffé- 
rentes du cercle? C'est ce qu'il importe d'examiner. Nous venons de 
voir que, si les racines de l'équation en g sont toutes réelles et iné- 
gales, l'excentricité e de l'orbite de m est toujours moindre que la 
somme N + N« + N, + . . . des coefficients des sinus de l'expression 
de A, pris positivement; et, comme ces coefficients sont supposés fort 
petits, la valeur de e sera toujours peu considérable. En n'ayant donc 
égard qu'aux variations séculaires, on voit que les orbites des corps m, 
m\ m", ... ne feront que s'aplatir plus ou moins, en s'éloignant peu de 
la forme circulaire ; mais les positions de leurs, grands axes éprouve- 
ront des variations considérables. Ces axes seront constamment de la 
même grandeur, et les moyens mouvements qui en dépendent seront 
toujours uniformes, comme on l'a vu dans le n® 54. Les résultats pré- 
cédents, fondés sur le peu d'excentricité des orbites, subsisteront sans 
cesse, et pourront s'étendre à tous les siècles passés et à venir; en 
sorte que l'on peut alors affirmer que, dans aucun temps, les orbites 
des planètes et des satellites n'ont été et ne seront considérablement 
excentriques, du moins si l'on n'a égard qu'à leur action mutuelle. 
Mais il n'en serait pas de même si quelques-unes des racines g^ g^^ 
^3, . . . étaient égales ou imaginaires; les sinus et les cosinus des ex- 
pressions de A, /, k\ /',..., correspondants a ces racines* se change- 
raient alors en arcs de cercle ou en exponentielles, et» comme ces quan- 
tités croissent indéfiniment avec le temps, les orbites finiraient» à la 
longue , par être fort excentriques; la stabilité du système planétaire 
serait alors détruite» et les résultats que nous avons trouvés cesseraient 
d'avoir lieu. Il est donc très-intéressant de s'assurer que les racines g^ 
g\% gt^^-* sont toutes réelles et inégales. C'est ce que Ton peut démon* 
Irer d'une manière fort simple pour le cas de la nature» dans lequel les 
corps ifi, m\ m", ... du système circulent tous dans le même sens. 

Reprenons les équations ( A '. du vf" 5o. Si Ton multiplie la première 
par iii\it.A, la seconde par m\ii./» la troisième par nil\a\h\ la 
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quatrième par ni sja' ./',..., et qu'ensuite on les ajoute ensemblet les 
coefficients de A/, hl\ hT\ . . . seront nuls dans cette somme; le coeffi- 
cient de hl — hV sera 1 o, 1 1 m \/a — 1 1, o\m'Ja\ et il sera nul, en 



vertu de l'équation [o, ij/ny/g = \i,o\niyJa\ trouvée dans le n® 55. 



Les coefficients de h'I—hl'', h"l'—h'r\.,. seront nuls par la même 
raison; la somme des équations (A) ainsi préparées se réduira donc à 
Téquation suivante 

hdh-hldl ,~ h'dh' + tdV , r-r 

-j} m v a -} ^^ m s] a -+- . . . = o, 

et par conséquent à celle-ci 

o =:^ ede .m \J a -^ e' de' , ni ^a'-*-. . . . 

En intégrant cette équation et en observant que, par le n° 54, les demi- 
grands axes a, a', . . . sont constants, on aura 

(u) e^mslli^é'^rri s[cï -^e'''^m'' sfd' -\-. . .=:consl. 

Maintenant, les corps m, m', m", . . . étant supposés circuler dans le 
même sens, les radicaux Va» V^ » \[cï\... doivent être pris positive- 
ment dans l'équation précédente, comme on l'a vu dans le n° 55; tous 
les termes du premier membre de cette équation sont donc positifs, et 
par conséquent chacun d'eux est moindre que la constante du second 
membre; or, en supposant à une époque quelconque les excentricités 
très-petites, cette cfonstante sera fort petite; chacun des termes de 
l'équation restera donc toujours fort petit, et ne pourra pas croître in- 
définiment; les orbites seront toujours à fort peu près circulaires. 

Le cas que nous venons d'examiner est celui des planètes et des 
satellites du système solaire, puisque tous ces corps circulent dans le 
même sens, et qu'à l'époque où nous sommes leurs orbites sont peu 
excentriques. Pour ne laisser aucun doute sur ce résultat important, 
nous observerons que, si l'équation qui détermine g renfermait des 

OEwres de L. — \, 4^ 
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racines iHiaginaires» quelques-uns des sinus et des cosinus des expres- 
sions de K /» h'^ l\... se changeraient en exponentielles; ainsi Tex* 
pression de h contiendrait un nombre fini de termes de la forme Pc^, 
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité» et P 
étant une quantité réelle, puisque h ou esino est une quantité réelle. 
Setetrt Qc^f P'c^, Q'c/', Pc/', ... les termes correspondants de /, h\ l\ 
A",...; 0, F, <y, P",... étant encore des quantités réelles : Texpressitm 
de e^ renfermera le terme (P* -h Q^)c^-^; l'expression de e'* renfermera 
le terme (P'* -h Q'*)c'^, et ainsi de suite; le premier membre de l'équa- 
tion (i^) renfermera donc le terme 

[(P2 ^Q2)^^^ (p'2 4. Q'2) m' s/a^-h (F"» -H CT») m'^ v'^ + • • •] ^*•^'• 

Si l'on suppose que c^ soit la plus grande des exponentielles que con- 
tiennent A, /, h\ /',..., c'est-à-dire celle dans laquelle /est le plus con- 
sréérable, e*^ sera fa plus grande des exponentielles que renfermera 
le premier membre de l'équation précédente; le terme précédent ne 
pourra donc être détruit par aucun autre terme de ce premier membre; 
ainsi, pour que ce membre se réduise à une constante, il faut que le 
coefficient de c^^ soit nul, ce qui donne 

Lorsque yfû^ yfà ^ y[cî\ . . . ont le même signe, ou, ce qui revient au 
même, lorsque les corps m, m', m",... circulent dans le même sens, 
cette équation est impossible , à moins que l'on ne suppose P — o, 
Q = o, F= o, . . . ; d'où il suit que les quantités A, /, A', /',... ne ren- 
ferment point d'exponentielles, et qu'ainsi l'équation en g ne contient 
point de racines imaginaires. 

Si cette équation avait des racines égales, les expressions de A, /, A', 
/',... renfermeraient, comme l'on sait, des arcs de cercle, et l'on aurait 
dans l'expression de A un nombre fini de termes de la forme Vf. 

Soient Q/", Pr , Qr , ... les termes correspondants AeUK.V P, Q, F. 

Q',... étant des quantités réelles; le premier membre de l'équatioD (11) 
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renfermera le terme 

Si f est la plus haute puissance de t que contiennent les valeurs de A, 
l, h\ /',..., t^'' sera la plus haute puissance de / renfermée dans le pre- 
mier membre de l'équation (i^); ainsi, pour que ce membre puisse se 
réduire à une constante, il faut que Ton ait 

o =r (P2 -h Qî») m v/â -h (P'2 -h Q'2) mV«^ -^ . . • » 

ce qui donne P == o, Q = o, P'= o, Q' = o Les expressions de A, /, 

h\ /',... ne renferment donc ni exponentielles, ni arcs de cercle, et 
par conséquent toutes les racines de Téquation en g sont réelles et 
inégales. 

Le système des orbites de m, m\ ni\... est donc parfaitement stable 
relativement à leurs excentricités; ces orbites ne font qu'osciller autour 
d'un état moyen d'ellipticité, dont elles s'écartent peu, en conservant 
les mêmes grands axes; leurs excentricités sont toujours assujetties à 
cette condition, savoir, que la somme de leurs carrés, multipliés res- 
pectivement par les masses des corps et par les racines carrées des 
grands axes, est constamment la même. 

58. Lorsque l'on aura déterminé, par ce qui précède, les valeurs 
de e et de o, on les substituera dans tous les termes des expressions 

de r et de ^^ données dans les numéros précédents, en effaçant les 

termes qui renferment le temps t hors des signes sinus et cosinus. La 
partie elliptique de ces expressions sera la même que dans le cas de 
l'orbite non troublée, avec la seule différence que l'excentricité et la 
position du périhélie seront variables; mais les périodes de ces varia- 
tiens étant fort longues, à raison de la petitesse des masses m, m', ni\ . . . 
relativement à M, on pourra supposer ces variations proportionnelles 
au temps pendant un grand intervalle qui, pour les planètes, peut s'é- 
tendre à plusieurs siècles avant et après l'époque où l'on fixe l'origine 

4^. 



332 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

du temps. Il est utile, pour les usages astrouomiqueSy d'avoir sous cette 
forme les variations séculaires des excentricités et des périhélies des 
orbites; on peut facilement les conclure des formules précédentes. En 
effet, Téquation é^ = h^ -\-ï^ donne ede = hdh-\- Idl; or, en n'ayant 
éf^ard qu'à l'action de m\ on a, par le n^ 55, 

jf= (o, i)/-i"^/', 

j^ =- — (o, i)A-4- îo, i| AS 
partant 






dt 

mais on a hl—hl'= eé sin(cT'— xs) ; on aura donc 

de 



dt 



o, 1 1 e'sin(ïïj'— cj); 



ainsi, en ayant égard à l'action réciproque des différents corps m, 
m',. .., on aura 

j^ ^ 

-1- = [o,jJ e'sin(cj'— gj) -t- ' o, âl e^sin(ro^— cr ) -h. . ., 

de' 



dt 

de'' 
dt 



= 1770] e sin(ïïj — cj') -h | i,?J e*'sin(cj"— cj') -h. . ., 



= la, ol e smixs — xsf) -h [âj ij e' sin(cj' — c/') -f-. . ., 



L'équation tangcx = j donne, en la différentiant, 

e^dxs=^ Idh — hdL 

En n'ayant égard qu'à l'action de m\ et substituant pour dhet dl leurs 
valeurs, on aura 
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ce- qui donne 

dt 



= (o, i) — o, I — cos(nj — cj); 



e 



on aura donc, en vertu des actions réciproques des corps m, m', m",.... 



dm , s . , V . r 1 ^ 



e" 



= (o, i) -4- (0,2) -h...— [o,_ij — cos(ïïj'-- ®) — |o, 2| — cos(gy''— TS) — ..., 



-T— — (1,0) -h (1,2) -f-...— |i,o I -j cos(cT — fs')— I i,a| -7C0s(gj"— ïïj') — ..., 



e 



r= (2,0) -h (2, l) -h...— [2, o| -77-COS(© — Cj")— [ 2, I I -^COs(ïïj'— Cï") —...» 



j^ -v-»-/ ■ v->-y • ••• L--U^//— v-- -- / 1-^1^ e' 



o* i> w !• \ jï de de' dxn dis' 1 

Si Ion maltiplie ces valeurs de ^> -^^ • — » -^> -t--> ••• par le 

temps /, on aura les expressions différentielles des variations sécu- 
laires des excentricités et des périhélies, et ces expressions, qui ne 
sont rigoureuses que lorsque / est infiniment petit, pourront cepen- 
dant servir pendant un long intervalle, relativement aux planètes. 
Leur comparaison avec des observations précises et éloignées entre 
elles est le moyen le plus exact de déterminer les masses des planètes 
qui n'ont point de satellites. On a, pour un temps quelconque /, Tex- 

. . .w ' 1 * ^de t^ d^e de d^e ,, . 

V centncite e ejrale a e -r / -n h jtt -i- . . . ; e, -j-» ^ir' • • • étant 

^ dt 1.2, dt^ , dt dt^ 

relatifs à l'origine du temps / ou à l'époque. La valeur précédente de 
^ donnera, en la différentiant et en observant que a, a\... sont con- 
stants, les valeurs de -^^ ^r^? • •• ; on pourra donc continuer aussi 

loin que l'on voudra la série précédente, et, par le même procédé, la 
série relative à cr; mais, relativement aux planètes, il suffira, dans la 
comparaison des observations les plus anciennes qui nous soient par- 
venues, d'avoir égard au carré du temps, dans les expressions en séries 
ue e^ e f • • m % ex, gt , • . • • * 
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59. Considérons présentement les équations relatives à la position 
des orbites. Reprenons pour cela les équations (3) et (4) du n® 53, 



di 


4 ' 


B-a j>*" 


vï ï > 


dt 4 


w 


On a, par le n® 49, 
















aSa'B«)- 


> 




on a ensuite. 


parle 


même 


numéro. 












on aura donc 
















m'n 
â 


«««'«{11 — 


3mna^bl 


1? 

1 

■ X 



4 4«-a»^ 

Lf second membre de cette équation est ce qoe nous avons désigné 
par (o, i) dans le n** 55; on aura ainsi 

De là il est aisé de conclure que les valeurs de q, p, f', /»'.... seront 
déterminées par le système suivant d'équations diffé 



c; 



■^ = — [(•» i)-l-(o,a — ...]g -r-;o, l'ç — .©.alf*— 

-^= [:>.o)-r-ii,a)-+-...3p -.i,o>-.i,a)/i'- 
^^=-[{».oV + (i,a^ + ...]g-f-,,,o,-^ .,»><-. 



• • » 



dt 



j^= (i a, oj -4- la. I ;+...]/•—, a, o)j»—^ 



a,tj/— ..., 



^= — [.3.0 — a, * — ...]f'-t-ia,o;g-!-;.a,i.f -^ 



</< 
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Ce système d'équations est semblable à ceftr? des éqaationfi( (A) do 
n^ 55; il coïnciderait entièrement avec lui si, dans les équations (A), 
on changeait h^ /» h\ V en q^ p, q\ />',..., et si Ton supposait 



I o, i| = (o, i), |i, o[ = (if o), ... ; ainsi, l'analyse dont nous afvons 

fait usage dans le n^ 56 pour intégrer les équations (A) s'applique aux 
équations (C). On supposera donc 

q =Ncos(gt-f-6) -f-Ni eos(g•|f-^-6^)-^NaCOs(g•l/-h62) H-. - 
/>=rN sîn(g'/-h6)-hN| siafg^iZ-heO-f-Na sîn(g-a/-hê2) +. . . 
q'=z ^'cos[gt -♦- 6) 4- N'i cos(g-| / H- 60 -h N^ cos(g^2 / -+- 6a) -+- . . . 
p'= N' sin(g-/ -f- 6) 4- N', sin (g-, / + 6i) -h N'^ sin(g-2 / -+- 62) -+-. . . 

et Ton aura, par le n^ 56, une équation eu g du degré i, et dbnt les 
diverses racines seront g, g^, ^a»*--- H 6st facile de voir qu'une de ces 
racines est nulle; car il est clair que l'on satisfait aux équations (C) en 
y supposant /i, //,//",... égaul et constants, ainsi que q^ <f^ ^'S...» ce 
qui exige que l'titie des racines de l'équation en g soit zéro, et ce qui 
l'abaisse au degré i — i . Les arbitraires N, N, , N', . . . , ê, 6, , . . . se dé- 
termineront par la méthode exposée dans le n^ 56. Enfin on trouvera, 
par l'analyse du n® 57, 

consl. = (p2 -H j2) /7i ^ -f. (^'2 4. q[^)w: v^-h . . . ; 

d'où l'on conclura, comme dans le numéro cité, que les expressions de 
/'' 9' A» 9'*** °^ renferment ni arcs de cercle^ni exponentielles, lorsque 
les corps m, m', m'',... circulent dans le même sens, et qu'ainsi l'équa- 
tion en^ a toutes ses racines réelles et inégales. 

On peut obtenir deux autres intégrales des équations (G). En effet, 
si l'on multiplie la première de ces équations par m\/â, la troisième 
par ni yjd , la cinquième par m" ^ , . . . , on aura , en vertu des- rela- 
tions trouvées dans le n^ 55, 



0= -rr m 



v/â -f- -H7 m' y] a' -h 



dt ^ dt 



• • 9 
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ce qui donne, en intégrant» 

(i) consl. =^qm^-\- q'm'/â'-h 

On trouveia de la même manière 

i2l consi. ^= pm sfâ -¥ p' m! ^ '\- 

Nommons <p l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe, et 6 la lon- 
gitude du nœud ascendant de cette orbite sur le même plan; la latitude 
de m sera k très-peu près tang<psin(/i/-!- e — ô). En comparant cette 
valeur à celle-ci jrsin(7i/-f- e) --/?cos(/i/--h e), on aura 



p — tang9 sin 9, j — tang 9 cos 0, 



d'où Ton tire 



langç = sjp^ + q^y tango = ^\ 



on aura donc l'inclinaison de l'orbite de m et la position de son nœud, 
au moyen des valeurs de p et de q. En marquant successivement d'un 
trait, de deux traits, etc., relativement à m\ m'\..., les valeurs de 
tang(p et de tangO, on aura les inclinaisons des orbites de m\ m!*, . . . , 
et les positions de leurs nœuds, au moyen des quantités/i', q\ p\ y",...- 
La quantité \p^ -\- q[^ est moindre que la somme N -h N, -h N, -h . . . 
des coeflicients des sinus de l'expression de p\ ainsi, ces coefficients 
étant fort petits, puisque l'orbite est supposée peu inclinée au plan 
fixe, son inclinaison sur ce plan sera toujours peu considérable, d'où 
il suit que le système des orbites est aussi stable relativement à leurs 
inclinaisons que par rapport à leurs excentricités. On peut donc con- 
sidérer les inclinaisons des orbites comme des quantités variables com- 
prises entre des limites déterminées, et les mouvements des nœuds 
comme n'étant pas uniformes. Ces variations sont très-sensibles dans les 
satellites de Jupiter, et nous verrons dans la suite qu'elles expliquent 
les phénomènes singuliers observés dans l'inclinaison de l'orbite du 
quatrième satellite. 
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Des expressions précédentes de petdeq résulte ce théorème : 

• 

Que l'on imagine un cercle dont l'inclinaison au plan fixe soit N, et 
dont gt-\-^ soit la longitude du nxBud ascendant; que sur ce premier 
cercle on imagine un second cercle qui lui soit incliné de ^^^ et dont 
^1 ^ -h 6, soit la longitude de son intersection avec le premier cercle; que 
sur ce second cercle on imagine un troisième cercle qui lui soit incliné 
^fe Na, et dont g%t-{-%^ soit la longitude de son intersection avec le second 
cercle, et ainsi de suite; la position du dernier cercle sera celle de l'or- 
bite de m. 

En appliquant la même construction aux expressions de A et de / du 
n^ 56, on voit que la tangente de l'inclinaison du dernier cercle sur le 
plan fixe est égale à V excentricité de l'orbite de m^ et que la longitude 
de l'intersection de ce cercle avec le même plan est égaie à celle du péri-- 
hélie de l'orbite de m. 

60. Il est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir les variations 
différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites. Pour cela, re- 
prenons les équations du numéro précédent, 

tang9 = \jp^ H- q^ , lang Q - - ^ • 

En les différentiant, on aura 

rf(p==djpsin6 -r rf^cosO, ^ . ♦. 

-^ _ dp cosô — dq sinô 
~ tang9 

Si Ton substitue pour dp ^i d^ leurs valeurs données par les équa- 
tions (C) du numéro précédent, on aura 

^ = (o, i) langcp' sin(0 — 0') -h (o, a) langç'^sinfe — Q") -!-..., 

^^^-[(o,I)H-(o,.)-..O-h(o,.)^cos(0~0r^(o,a)'^cos(0^ 

Œuvres de L, — I. 4^ 
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on aura pareillement 

^ = ( I , o) tangf sin (9' - fl ) t- ( 1 , 2) langç* sîn [e'—O^-h..., 



Les astronomes rapportent les mouvements célestes à l'orbite mobile 
de la Terre; c'est, en effet, du plan de cette orbite que nous les obser- 
vons; il importe donc de connaître les variations des nœuds et des in- 
clinaisons des orbites relativement à récliptiqne. Soppomns ainsi que 
Ton veuille déterminer les variations différentielles des nœuds et des 
incfinaisons des orbites relativem^tit à l'orbite de l'un des corps m, nf, 
«%..., par exemple, à l'orbite de m. il est dair que 

serait la latitude de im* ao^essus du plan fixe, s'il était en mouvement 
sur l'orbite de ut. Sa latitude an-dessus du même plan est 

f SUI «l-rC >— JP COS;l»l — c :; 

or la différence de ces deux latitudes est à très- peu près la latitude 
de m* au-dessus de l'orbite de m; en nommant donc f [ TiBclinaison» 
et V la longitude du nœud de Torbite de m sur l'orbite de m, on aura, 
par ce qui pr^kède. 



Si Ton pvtMid po«r phn fixe celui de roAite de m à mue éyeque dos- 
née« on aura à cette époque p = <K q = oz mus les diiTiintielles ^ 
et 4p B^ seront pas nulles: ainsi Ton aura 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IL S39 

En substituant pour dp^ dq^ dp\ dq\ . . . leurs valeurs données par les 
équations (G) du numéro précédent, on aura 

^=[(i.2)-(o,2)]teng<p''sin(9'-9'') 

-*-[('.3) - (o.3)]tang9"'sln(e'-Ô») +. . ., 

dff 

-^ = - [(l, o) -h (l, 2) + (l, 3) -f- . . .] ^ (o, l) 

Il est facile de conclure de ces expressions les variations des nœuds 
et des inclinaisons des orbites des autres corps m'\ wT^ . . . sur l'orbite 
mobile de m. 

61. Les intégrales trouvées précédemment des équations différen- 
tielles qui déterminent les variations des éléments des orbites ne sont 
qu'approchées, et les relations qu'elles donnent entre tous ces élé- 
ments n'ont lieu qu'en supposant les excentricités des orbites et leurs 
inclinaisons fort petites. Mais les intégrales (4)> (5), (6) et (7), aux* 
quelles nous sommes parvenus dans le n^ 9, donnent ces mêmes rap- 
ports, quelles que soient les excentricités et les inclinaiaons. Pour 

cela , nous observerons que ^^"n^ — est le double de l'aire décrite 

durant l'instant dt par la projection du rayon vecteur de la planète m 
sur le plan des x et des y. Dans le mouvement elliptique, si l'on né- 
glige la masse de la planète vis-à-vis de cçUe du Soleil, prise pour unité, 
on a, par les n^ 19 et 20, relativement an plan de l'orbite de m. 






Pour rapporter au plan fixe Taire sur l'orbîté, il faut la multiplier par 

le cosinus de l'inclinaison 9 de l'orbite à ce plan; on aura donc, par 

43. 



MECANIQUE CELESTE, 
rapport à ce plan» 



xdr—rdx ,—, rr / a(i — e*) 

dt T Y V ' y , _|_ tang<<p ' 



on aura pareillement 



x' dr' — y' dx' a'[\ — e'^) 

— —TT = l / — —. 5-7» etc. 

Ces valeurs de xdy —ydx^ x'dy'— y'daf^ . . . peuvent être employées 
lorsque Ton fait abstraction des inégalités du mouvement des planètes, 
pourvu que Ton considère les éléments e^ e\...^ 9» ?'>••• comme va- 
riables en vertu des inégalités séculaires; l'équation (4) du n^ 9 don- 
donc alors 



f m 



V I ^ Uing'9 V i-hlang'*9 dt 

Kd négligeant ce dernier terme, qui reste toujours de l'ordre mm\ on 
aura 



V i-+-lang*9 V I 



r tr m 1/ — ^-- -^ -4- m' \/ — \ r—f -i- 



Ainsi, quels que soient les changements que la suite des temps apporte 
aux valeurs de e, e\...^ ç, 9',... en vertu des variations séculaires, ces 
valeurs doivent toujours satisfaire à l'équation précédente. 

Si l'on néglige les quantités très-petites de l'ordre e^ ou e'^*, cette 
équation donnera 

c -r m \la ■^- m' ^a' -\' >..~-{m^a (e« -f- lang^f) — {m! yfâ'{e'^ -h tang»^') — . . . , 

et par conséquent, si Ton néglige les carrés de e, e\ f, ...» on aura 
m Va f m! \[a' 4 . . . constant. On a vu précédemment que, si l'on n'a 
égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice, a, a", . . . 
sont constants séparément; l'équation précédente donnera donc, en 
négligeant les quantités très-petites de l'ordre e* ou e*ç*, 
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Dans la supposition des orbites presque circulaires et peu* inclinées 
les unes aux autres, les variations séculaires des excentricités des or- 
bites sont, par le n^ 55, déterminées au moyen d'équations différen- 
tielles indépendantes des inclinaisons, et qui par conséquent sont les 
mêmes que si les orbites étaient dans un même plan; or on a, dans 
cette hypothèse, ç = o, <p'~ o,...; l'équation précédente devient ainsi 

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le n^ 57. 

Pareillement, les variations séculaires des inclinaisons des orbites 
sont, par le n^ 59, déterminées au moyen d'équations différentielles 
indépendantes des excentricités, et qui par conséquent sont les mêmes 
que si les orbites étaient circulaires; or on a, dans cette hypothèse, 
e = o, e'= o, . . . ; partant, on aura 

consl. — m v^lang^cp H-m'^lang^ç'n- m" yjci' lang^cp" i-. . ., 

équation à laquelle nous sommes parvenus dans le n^ 59. 
Si l'on suppose, comme dans ce dernier numéro, 

p — tang9 sin0, q ~ tangf cosô, 

il est facile de s'assurer que, l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan 
des X et des y étant 9, et la longitude de son noeud ascendant, comptée 
de l'axe des Xy étant 0, le cosinus de l'inclinaison de cette orbite sur le 
plan des x et des z sera 



Vi -f- lang^9 



En multipliant cette quantité par ^ ^ ^^ — ou par sa valeur \/a(i — c^), 

on aura la valeur de ^^- — ; l'équation (5) du n** 9 donnera donc, 

en négligeant les quantités de l'ordre m*. 



^ V i-hlang*9 ^ V f 



/a'{i-e'») 



H- tang'9 



3 m' 
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On trouvera pareillement que l'équation (6) du n^ 9 donne 



^ aii — e^) , , ^ a'[i — e'^) 

(f= mp i/ —^ -^ -h mV 4/ — ^ r-4 H- 

^ V i-+-lang2<p ^ y n-iang*<p' 

Si dans ces deux équations on néglige les quantités de Tordre e^ ou e*^ , 
elles deviennent 

const.:-mgv^4-mYv/? + ..., 
cbnsl — mp )fa -\- m'p' \ja' -+-..., 

équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans le n^ 59. 
Enfin, l'équation (7) du n** 9 donnera, en observant que, par le n® 18, 



a r do 



-- » 



et en négligeant les quantités de l'ordre mm\ 



m m' m" 



consl. r — r -1 — 7. -:- 

Ces diverses équations subsistent eu égard aux inégalités à trës-longues 

périodes qui peuvent affecter les éléments des orbites de m, m\ 

Nous avons observé, dans le n^ 5i, que les rapports des moyens mouve- 
ments de ces corps peuvent introduire dans les expressions des grands 
axes des orbites, considérées comme variables» des inégalités dont les 
arguments proportionnels au temps croissent avec beaucoup de len- 
teur, et qui, ayant pour diviseurs les coefficients du temps t dans ces 
arguments, peuvent devenir sensibles. Or il est visible qu'en n'ayant 
égard qu'aux termes qui ont de semblables diviseurs, et en considérant 
les orbites comme des ellipses dont les éléments varient à raison de ces 
termes, les intégrales (4), (5), (6) et (7) du n® 9 donneront toujours les 
relations que nous venons de trouver entre ces éléments, parce que les 
termes de l'ordre mm\ que nous avons négligés dans ces intégrales 
pour en conclure ces relations, n'ont point pour diviseurs les très- 
petits coefficients dont nous venons de parler, ou du moins ils ne les 
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renferment que multipliés par une puissance des forces perturbatrices 
supérieure à celle que l'on considère. 

62. Nous avons observé^ dans les n®* 21 et 22 du premier Livre, que, 
dans le mouvement d'un système de corps, il existe un plan invariable 
ou conservant toujours une situation parallèle » qu'il est facile de re- 
trouver dans tous les temps, par cette condition, que la somme des 
masses du système, multipliées respectivement par les projections des 
aires décrites par leurs rayons vecteurs dans un temps donné, est un 
maximum. C'est principalement dans la théorie du Système solaire 
que la recherche de ce plan est importante, vu les mouvements propres 
des étoiles et de Técliptique, qui rendent très-difficile aux astronomes 
la détermination précise des mouvements célestes. Si l'on nomme y 
Tinclinaison de ce plan invariable sur celui des x et des y, et n la 
longitude de son nœud ascendant, il résulte de ce que nous avons 
démontré, dans les n**' 21 et 22 du premier Livre, que l'on aura 



c" „ c 



langysinll t- - -, langycosll — — , 



et, par conséquent. 



. _ mJa{i — e^)s\no s\n9 -h m' Ja' ii — e'^) sïntp' sinô'-;-... 
tangy smll == — ^— ^ — ' ^ ^ ^ = 1 

m v/a(i— «=*) cosç -f- m'^a' (i — e'^) cos<p'-i-... 



„ m Jaii—e''^) sin© cos9 -f- m'Ja'ii— e''^) sin©' cosô'-h . . . 
langy cosll = — ^^— ^ — - / -I ^ ^ = 

msja[\ — e'^) COS9 -f- m'sja! [\ — e'*) coscp'H-... 

On déterminera facilement, au moyen de ces valeurs, les deux angles y 
et n. On voit que, pour déterminer le plan invariable, il faudrait con- 
naître les masses des comètes et les éléments de leurs orbites; heureu- 
sement ces masses paraissent être fort petites, en sorte que l'on peut, 
sans erreur sensible, négliger leur action sur les planètes; mais le temps 
seul peut nous éclairer sur ce point. On peut observer ici que, relative- 
ment à ce plan invariable, les valeurs de p, q, p , q\... ne renferment 
point d6 termes constants; car il est visible, par les équations (C) du 
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I 

n'^ 59, ^ue ces térhiés'arônlt tes iùèttïfk potir p; p /*^, iK . , et qu'ils sont 
encore les mêmes pour q, /, (f^ ... ; et eoitime, relativemeiit au plan 
invariable, les constantes des premiers membres des équations (i) et (3) 
du n^ 59 sont nulles, lés termes constants disparaissent, en vertu de ces 
équations, des expressions de /i, y , • . . , ^, ^, . . . . 

Considérons le mouvement de deux orbites, en les supposant incli- 
nées l'une à l'autre d'un angle quelconque; on aura, par le n^ 61, 



c'— sin9C0SÔ.mv/a(i — e*) -î- sin<p' cosô'. mVa' (i — e'*j. 



c"^- siny sind.m ^a[\ — é^) -h sinç' sinô'.mVa'(i — «'*). 

Supposons que le plan fixe auquel on rapporte le mouvement des or- 
bites soit le plan invariable dont nous venons de parler, et par rap- 
port auquel fes constantes des premiers membres de ces équations sont 
nulles, comme on l'a vu dans les n^ 21 et 22 du premier Livre. Les 
angles 9 et 9' étant positifs, les équations précédentes donnent les 

suivantes 

mv'a(i — e^jsinç — m'^a' [i — e'^) sin<p', 

sinô = — sinô', cosô — — cosô', 

d'où Ton tire 8'-- 8 -f- la demi-circonférence; les nœuds des orbites 
sont par conséquent sur la même ligne; mais le nœud ascendant de 
Tune coïncide avec le nœud descendant de l'autre, en sorte que l'incli- 
naison mutuelle des deux orbites est égale à 9 -h 9'. 
On a, par le n*^ 61, 



c- ni^'[ai — e^) COS9 H- m'yV(i — c'*) COS9'; 

en combinant cette équation avec la précédente entre sin9 et sin9\ 
on aura 



2mccos9 yai" — «*) — c^ -r^ m^a(i - e^) — m'*a'(i — e'^). 

Si Ton suppose les orbites circulaires, ou du moins assez peu excen- 
triques pour que Ton puisse négliger les carrés de leurs excentricités, 
l'équation précédente donnera 9 constant; par la même raison, 9' sera 
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constant; les inclinaisons des plans des orbites sur le plan fixe et syr 
elles-mêmes seront donc alors constantes, et ces trois plans auront 
toujours une intersection commune. Il en résulte que la variation 
moyenne instantanée de cette intersection est toujours la même, puis- 
qu'elle ne peut être qu'une fonction de ces inclinaisons. Lorsqu'elles 
sont fort petites, on trouvera facilement, par le n'^ 60 et en vertu de 
la relation précédente entre sin<p et sinç', que, pour le temps t, le 
mouvement de cette intersection est — [(o, i) 4- (i, o)] /. 

La position du plan invariable, auquel nous venons de rapporter le 
mouvement des orbites, est facile à déterminer pour un instant quel- 
conque; car il ne s'agit que de partager l'angle de l'inclinaison mutuelle 
des orbites en deux angles 9 et 9', tels que l'on ait l'équation précé- 
dente entre sinç et sinç'. En désignant donc par or cette mutuelle 
inclinaison, on aura 



tangf 



m ^a[\ — e») -+- m'\[â' ( i — e'^] cos© 



OEuvres de L. — \. 44 



3M MÉCANIQUE CÉLESTE. 



CHAPITRE VIII. 



SECONDE MÉTHODE D* APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES. 



63. On a vu» dans le Chapitre II, que les coordonnées des corps cé- 
lestes, rapportées aux foyers des forces principales qui les animent, 
sont déterminées par des équations différentielles du second ordre. 
Nous avons intégré ces équations dans le Chapitre III, en n'ayant 
égard qu'aux forces principales, et nous avons fait voir que, dans ce 
cas, les orbites sont des sections coniques dont les éléments sont les 
constantes arbitraires introduites par les intégrations. Les forces per- 
turbatrices n'ajoutant que de petites inégalités au mouvement ellip- 
tique, il est naturel de chercher à ramener aux lois de ce mouvement 
le mouvement troublé des corps célestes. Si Ton applique aux équa- 
tions différentielles du mouvement elliptique, augmentées des petits 
termes dus aux forces perturbatrices, la méthode d'approximation ex- 
posée dans le n** 45, o» pourra encore considérer les mouvements cé- 
lestes dans les orbites rentrantes comme étant elliptiques; mais les 
éléments de ce mouvement seront variables, et Ton aura leurs varia- 
tions par cette méthode. Il en résulte que, les équations du mouvement 
étant différentielles du second ordre, non -seulement leurs intégrales 
finies, mais encore leurs intégrales infiniment petites du premier ordre 
sont les mêmes que dans le cas des ellipses invariables, en sorte que 
l'on peut différentier les équations finies du mouvement elliptique, en 
traitant les éléments de ce mouvement comme constants. Il résulte en- 
core de la même méthode que les équations de ce mouvement, diffé- 
rentielles du premier ordre, peuvent être différentiées, en n'y faisant 
varier que les éléments des orbites et les premières différences des 
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coordonnées» pourvu qu'au lieu des différences secondes de ces coor- 
données on ne substitue que la partie de leurs valeurs due aux forces 
perturbatrices. Ces résultats peuvent être immédiatement tirés de la 
considération du mouvement elliptique. 

Pour cela» concevons une ellipse passant par une planète et par l'élé- 
ment de la courbe qu'elle décrit, et dont le centre du Soleil occupe le 
foyer. Cette ellipse est celle que la planète décrirait invariablement, si 
les forces perturbatrices cessaient d'agir sur elle. Ses éléments sont 
constants pendant l'instant dt, mais ils varient d'un instant à l'autre. 
Soit donc Y = o une équation finie à l'ellipse invariable, Y étant fonction 
des coordonnées rectangles or, j, z, et des paramètres c, c',..., qui sont 
fonctions des éléments du mouvement elliptique. Cette équation aura 
encore lieu pour l'ellipse variable; mais les paramètres c, c\... ne seront 
plus constants. Cependant, puisque cette ellipse appartient à l'élément 
de la courbe décrite par la planète durant l'instant dt^ l'équation Y= o 
aura encore lieu pour le premier et le dernier point de cet élément, en 
regardant c^c\... comme constants. On peut donc différentier cette équa- 
tion une première fois, en n'y faisant varier que a?, y^ jz, ce qui donne 

^ ' dx dx àz 

On voit ainsi la raison pour laquelle les équations finies de l'ellipse 
invariable peuvent, dans le cas de l'ellipse variable, être différentiées 
une première fois, en traitant les paramètres comme constants. Par la 
même raison, toute équation différentielle du premier ordre à l'ellipse 
invariable a également lieu pour l'ellipse variable; car soit Y'= o 

une équation de cet ordre. Y' étant fonction de a?, j, 2, tt^î ^> ^ et 

des paramètres c, c', . . . . Il est clair que toutes ces quantités sont les 
mêmes pour l'ellipse variable que pour l'ellipse invariable qui coïncide 
avec elle pendant l'instant dt. 

Présentement, si nous considérons la planète à la fin de l'instant dt 
ou au commencement de l'instant suivant, la fonction Y ne variera de 

l'ellipse relative à l'instant dt à l'ellipse consécutive que par la varia- 

44. 
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tion des paramètres, puisque les coordonnées x^ y^ z^ relative» à la fin 
du premier instant, sont les mêmes pour ces deux ellipses; ainsi, la 
fonction V étant nulle, on a 

[il O - - --— de ~r- -z~7 de -h ... . 

^ •' de de 

Cette équation peut se déduire encore de Téquation V^r: o, en y faisant 
varier à la fois a?, y, z, c, c', . . . ; car, si l'on retranche l'équation (i ) de 
cette différentielle, on aura l'équation (i'). 

En différentiant l'équation (i), on aura une nouvelle équation en dc^ 
dc\.,,, qui, avec l'équation («'), servira à déterminer les paramètres c, 

e\ C'est ainsi que les géomètres qui se sont occupés les premiers 

de la théorie des perturbations célestes ont déterminé les variations 
des nœuds et des inclinaisons des orbites; mais on peut simplifier cette 
différentiation de la manière suivante. 

Considérons généralement l'équation différentielle du premier ordre 
V'= o, équation qui, comme on vient de le voir, convient également 
à l'ellipse variable et à l'ellipse invariable qui, dans l'instant dt^ coïn- 
cide avec elle. Dans l'instant suivant, cette équation convient encore 
aux deux ellipses, mais avec cette différence, que c, c', . . . restent les 
mêmes dans le cas de l'ellipse invariable, au lieu qu'ils changent avec 
l'ellipse variable. Soit V" ce que devient V lorsque l'ellipse est sup- 
posée invariable; soit V) ce que devient cette même fonction dans le 
cas de l'ellipse variable. Il est clair que, pour avoir V, il faut changer, 
dans V, les coordonnées a?, j, z, qui sont relatives au commencement 
du premier instant dt^ dans celles qui sont relatives au commencement 
du second instant; il faut ensuite augmenter les différences premières 
dxy dy, dz respectivement des quantités rf^a?, d^y^ d^z, relatives à 
l'ellipse invariable, l'élément dt du temps étant supposé constant. 

Pareillement, pour avoir V, il faut changer dans V les coordon- 
nées x,y, z dans celles qui sont relatives au commencement du second 
instant, et qui sont encore les mêmes dans les deux ellipses; il faut en- 
suite augmenter dx, dy, dz respectivement des quantités d^x, d^y, d^z ; 
enfin, il faut changer les paramètres c, c, . . . dans c -f- cfc, c'4- dc\ .... 
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Les valeurs de d^x^ d^y, d^z ne sont pas les mêmes dans les deux 
ellipses; elles sont augmentées, dans le cas de l'ellipse variable, des 
quantités dues aux forces perturbatrices. On voit ainsi que les deux 
fonctions V" et V ne différent qu'en ce que, dans la seconde, les para- 
mètres c, c',... croissent de de, dc\..., et les valeurs de d^x, d^y, d^z^ 
relatives à l'ellipse invariable, y sont augmentées des quantités dues 
aux forces perturbatrices. On formera donc V) —V" en différentiant V 
dans la supposition de x, y, z constants, et de dxy dy, dz, c, c', . . . 
variables, pourvu que, dans cette différentielle, on substitue pour 
d^Xy d^y, d^z les parties de leurs valeurs uniquement dues aux forces 
perturbatrices. 

Maintenant, si dans la fonction V"-^V' on substitue, au lieu de d^x^ 
d^y, d^z, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, on aura une 

fi^c fi'^ fiz 

fonction de x, y, z, ^? h^> ^? c, c , . . , , qui, dans le cas de l'ellipse 

invariable, est nulle; cette fonction est donc encore nulle dans le cas de 
l'ellipse variable. On a évidemment, dans ce dernier cas, \[ — V'= o, 
puisque cette équation est la différentielle de l'équation V'=o; en en 
retranchant l'équation V"— V^= o, on aura V' — V"== o. Ainsi l'on peut, 
dans ce cas, différentier l'équation V'=ro, en n'y faisant varier que 
dx, dy, dz, c,c\..,, pourvu que l'on substitue, pour d^x, d^y, d^z, 
les parties de leurs valeurs relatives aux forces perturbatrices. Ces 
résultats sont exactement les mêmes que ceux auxquels nous sommes 
parvenus dans le n^ 45, par des considérations purement analytiques; 
mais, vu leur importance, nous avons cru devoir les déduire ici de la 
considération du mouvement elliptique. Cela posé, 

64. Reprenons les équations (F) du n*" 46, 

d^x fxx dK 






dt^ r» ôx 
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Si Ton suppose R := o, on aura les équations du mouvement elliptique, 
que nous avons intégrées dans le Chapitre III. Nous sommes parvenus, 
dans le n^ 18, aux sept intégrales suivantes : . 

xdy—rdx xdz—zdx „ ydz — zdy 

^'- dt ' ^-- fit ' ^- dt 



O r../ -4- ^ ( 



fj. dr^-hdz^X rdydx zdzdx 



r dV^ ) dt* di^ 

u. dx^ -^ dz* X xdxdr zdzdy 



Pi r ^^J -^r[z zrr. — + 



dt^ dt^ 



_ ^. o.fM dx^ -h dy- -+- dz* 
a r dt- 

Ces intégrales donnant les arbitraires en fonctions des coordonnées 
et de leurs premières différences, elles sont sous une forme très-com- 
mode pour déterminer les variations de ces arbitraires. Les trois pre- 
mières intégrales donnent en les différentiant, et en ne faisant varier, 
par le numéro précédent, que les paramètres c, c\ c", et les premières 
différences des coordonnées, 

, xd^r — rd^x ,, x&^z — zd'^x ,„ yd^z-zd-y 

En substituant, au lieu de rf^j?, d^y^ d^z^ les parties de leurs valeurs 
dues aux forces perturbatrices, et qui, en vertu des équations différen- 
tielles (P\ sont — dt^ -T—i — di^ 3—? — di^ 3— > on aura 

ôx ojr oz 

On a vu, dans les n®* 18 et 19, que les paramètres c, c\ c" déterminent 
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trois éléments de l'orbite elliptique, savoir, l'inclinaison 9 de l'orbite 
sur le plan des x et des y, et la longitude de son nœud, au moyen 
des équations 



langcp --. 5 , langO =r -, 



et le demi-paramètre a(i — e-) de l'ellipse au moyen de l'équation 



ixa \ — e''\ i-.c2-f-c'2 4-c"2. 



Ces mêmes équations subsistent encore dans le cas de l'ellipse variable, 
pourvu que l'on détermine c, c\ d' au moyen des équations différen- 
tielles précédentes. On aura ainsi le paramètre de l'ellipse variable, son 
inclinaison sur le plan fixe des a; et des y, et la position de son nœud. 

Les trois premières des équations [p) nous ont donné , dans le 
n® 19, l'intégrale finie o = c"a; — c'j-hcz; cette équation subsiste 
encore dans le cas de l'ellipse troublée, ainsi que sa première difTé- 
rence o — d'dx — c'dy h- cdz^ prise en regardant c, c , c" comme con- 
stants. 

Si l'on différentie la quatrième, la cinquième et la sixième des inté- 
grales (/?), en n'y faisant varier que les paramètres/,/',/" et les dif- 
férences ctr, dy^ dz; si l'on substitue ensuite, au lieu de d^cc^ d^y, 

d^z, les quantités — dt^ x-' — dt^ 3—' — di^ -j— ^ on aura 

^ ox oy oz 

-+- [ydx-^xdy) -^ 4- [zdx-^xdz) —, 
,., , / dR dR\ , / ÔK dK\ 

^'f==dx(x^-r-^^-)-^J^(^-^y-r^) 

~^[xdy~ydx) — -h[zdy-rdz)—, 

df=dx[xj^--z~y-dr[y-^^z-^ 
-t- [xdz ^zdx)-^ -h [ydz -zdy) ^. 
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Enfin, la septième des intégrales {p), différentiée de la même manière, 
donnera la variation du demi-grand axe a, au moyen de l'équation 

a 

la différentielle dR se rapportant aux seules coordonnées a?, y, z du 
corps m. 

Les valeurs Aef,f\f" déterminent la longitude de la projection du 
périhélie de Torbite sur le plan fixe, et le rapport de l'excentricité au 
demi-grand axe; car, I étant la longitude de cette projection, on a, 

par le n** 19, 

f 
langl 1^ ^ ? 

et, e étant le rapport de l'excentricité au demi -grand axe, on a, par 
le même numéro, 

Ce rapport peut encore être déterminé en divisant le demi -paramètre 
a{\'-é^) par le demi-grand axe a; le quotient, retranché de l'unité, 
donnera la valeur de é^. 

Les intégrales {p) ont donné par l'élimination, dans le n^ 19, l'in- 
tégrale finie o == [JL r — A^ -f-/r -f-/'7 -f-/"z ; cette équation subsiste 
encore dans le cas de l'ellipse troublée, et elle détermine a chaque 
instant la nature de l'ellipse variable. On peut la différentier en re- 
gardant/,/',/'' comme constants, ce qui donne 

o z=z p.dr -^-fdx -^f'dx -hfdz. 

Le demi -grand axe a donne le moyen mouvement de m, ou, plus 
exactement, ce qui dans l'orbite troublée répond au moyen mouve- 
ment dans l'orbite non troublée; car on a, par le n^ 20, /i = a * ^^; 
de plus, si l'on désigne par ^ le moyen mouvement de m, on a dans 
l'orbite elliptique invariable d^-^ndt; cette équation a également lieu 
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dans l'ellipse variable, puisqu'elle est difTérentielle du premier ordre. 
En la différentiant, on aura d*T^ = dndt; or on a 



partant 



, San , a 3andR 
a/i— a î- ~ — -j 



,^^ SandtdR 



et, en intégrant. 



K=-ffandtdR. 



Enfin, on a vu, dans le n® 18, que les intégrales {p) n'équivalent qu'a 
cinq intégrales distinctes, et qu'elles donnent entre les sept paramètres 
c, c\ c", /,/',/'' et e les deux équations de condition 



ces équations ont donc encore lieu dans le cas de l'ellipse variable, 
pourvu que les paramètres soient déterminés par ce qui précède. On 
peut d'ailleurs s'en assurer facilement a posteriori. 

Nous venons de déterminer cinq éléments de l'orbite troublée, sa- 
voir, son inclinaison, la position de ses nœuds, son demi-grand axe qui 
donne son moyen mouvement, son excentricité, et la position du péri- 
hélie. Il nous reste à déterminer le sixième élément du mouvement 
elliptique, celui qui, dans l'ellipse non troublée, répond à la position 
de m à une époque donnée. Pour cela, reprenons l'expression de dt 
du n^ 16, 

J [n-ecos(i' — cj)J^' 

Cette équation, développée en série, nous a donné, dans le numéro cité, 

nrf/ =r rfv[i -+- E<*> cos( V — cy) H- E(*> C0S2( V — cy) 4- . . .]. 

OEuvres de L. — I. 4^ 
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En intégrant cette équation dans la supposition de e et de cf constants. 



on aura 



E(^> 



E étant une arbitraire. Cette intégrale est relative à Tellipse invariable; 
pour l'étendre à l'ellipse troublée» il faut qu'en y faisant tout varier 
jusqu'aux arbitraires e, e et tr qu'elle renferme, sa différentielle coïn- 
cide avec la précédente; ce qui donne 

, . rrfE(*) . , .1 rfE(2) . , , 1 

— cfe[E<»>C0S(i' — TSj) -hE<*^C0S2(v — ©) -h...]. 

ç — xs est l'anomalie vraie de m comptée sur l'orbite, et xs est la longi- 
tude du périhélie comptée pareillement sur l'orbite. Nous avons déter- 
miné précédemment la longitude I de la projection du périhélie sur le 
plan fixe; or on a, par le n® 22, en changeant (^ en tr, et v, en I dans 
l'expression de c — 6 de ce numéro, 

xa — 6 = l — 6-h tang>^9 sina'J — 0) -+- 

En supposant ensuite p et p, nuls dans cette même expression, on a . 

6 = 6-htang*y9sinaô-h. . .; 

partant 

Bï=:^I-*-tang>iç[sin2Ô4-sin2{I — 9)]-h.. ., 

ce qui donne 

<fe- €n[i--2iang>^9Cosa(I— $) — ... ]~2rfôlang^^9[cosaS—cos2(I--5)-T-...] 

Ainsi, les valeurs de c/I, dh et d'^ étant déterminées par ce qui pré- 
cède, on aura celle de <fe, d'où l'on tirera la valeur de di. 

Il suit de là que les expressions en séries du rayon vecteur, de sa 
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projection sur le plan fixe» de la longitude rapportée soit sur le plan 
fixe, soit sur Torbite» et de la latitude, que nous avons données dans 
le n® 22 pour le cas de Tellipse invariable, ont également lieu dans le 
cas de Fellipse troublée, pourvu que l'on y change nt en Jndt^ et que 
Ton détermine les éléments de l'ellipse variable par les formules pré- 
cédentes. Car, puisque les équations finies entre r, ç', 5, x.y^ z et Jndt 
sont les mêmes dans les deux cas, et que les expressions en séries du 
n^ 22 résultent de ces équations par des opérations analytiques entië* 
rement indépendantes de la constance ou de la variabilité des éléments, 
il est clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des éléments 
variables. 

Lorsque les ellipses sont fort excentriques, telles que les orbites des 
comètes, il faut changer un peu l'analyse précédente. L'inclinaison f 
de l'orbite sur le plan fixe, la longitude 6 de son nœud ascendant, le 
demi-grand axe a, le demi-paramètre a(i~- e'), l'excentricité e et la 
longitude I du périhélie sur le plan fixe pourront être déterminés par 
ce qui précède. Mais, les valeurs de u et de dvs étant données en séries 
ordonnées par rapport aux puissances de tang^ç, il faut, pour les 
rendre convergentes, choisir le plan fixe de manière que tang^ç soit 
peu considérable, et ce qu'il y a de plus simple pour cet objet consiste 
à prendre pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée. 

La valeur précédente de di est exprimée par une série qui n'est con- 
vergente que dans le cas où Texcentricité de l'orbite est peu considé- 
rable; on ne peut donc pas l'employer dans le cas présent. Pour y sup- 
pléer, reprenons l'équation 

I ~ [i-^ecos(i' — ©)]« * 

Si Ton fait i — e = a, on a par l'analyse du n° 23, dans le cas de 
Tellipse invariable, 

3 I 

t-hT=z- -— rlang^(i^-cy) in- ^^ — -Ukng^[v -mi -+- . . . L 

{2 — a)^V|t/ L a — a j 

45. 
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T étant une arbitraire. Pour étendre cette équation à l'ellipse variable, 
il faut la différentier, en ne faisant varier que T» le demi-paramètre 
a(i — e*), a et tr. On aura ainsi une équation différentielle qui déter- 
minera T» et les équations finies qui ont lieu dans le cas de Tellipse 
invariable subsisteront encore dans le cas de l'ellipse troublée. 

65. Considérons particulièrement les variations des éléments de 
Torbite de m, dans le cas des orbites peu excentriques et peu incli- 
nées les unes aux autres. Nous avons donné» dans le n^ 48, la manière 
de développer alors R en série de sinus et de cosinus de la forme 
m'kcos{i'n't — int -{- A) , k et A étant des fonctions des excentricités 
et des inclinaisons des orbites, des positions de leurs nœuds et de 
leurs périhélies, des longitudes des corps à une époque donnée, et des 
grands axes. Lorsque les ellipses sont variables, toutes ces quantités 
doivent être supposées varier conformément à ce qui précède; il 
faut, de plus, changer dans le terme précédent l'angle Vn't^int 
en VJn'dt — ijndt^ ou, ce qui revient au même, en i%'— i^. 

Maintenant on a, par le numéro précédent. 



S - ^/dR' 



^=zfndt= -J'fandtdK. 



La différence dR étant prise uniquement par rs^pport aux coordon- 
nées Xf y^ z du corps m, on ne doit faire varier, dans le terme 
m'kcos{i'^'-- i^-i- A) de l'expression de R, développée en série, que 
ce qui dépend du mouvement de ce corps; d'ailleurs, R étant une 
fonction finie de a;, y, z, œ\ y\ z\ on peut, par le n^ 63, supposer 
les éléments de l'orbite constants dans la différence dR; il suffit donc 
de faire varier ^ dans le terme précédent, et, comme la différence de ^ 
est /i6&, on aura im'.kndt. sinlj'^'— i2[-4-A), pour le terme de dR 
qui correspond au terme précédent de R. Ainsi, en n'ayant égard qu'à 
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ce terme, on aura 



' «11 

I ?. im 



a > 



//r»rf/ sin(i'.Ç'- iK -+- A), 



, » 



Ç = — -//a*»»rf/»sin(i'Ç'-iS + A). 

Si Ton néglige les carrés e( Jles produits des mn^s^ perturbatrices, ou 
pourra, dans Tintégration d^ ces termes ^supposer les éléments du 
mouvement elliptique constants, ce qui change C en nt, et C en n!i^ 
d'où l'on tire 

I 'xim'nk i u i. • .. k\ 

■ . ■ ■ • ' 

(; = rv; r-r? SÎn (in / — 1»/ -+- A). 

On voit par là que, si l'/i'— in n'est pas nul, les quantités a et ^ne 
renferment que des inégalités périodiques, en n'ayant égard qu'à la pre- 
mière puissance de la force perturbatrice; or, t et i' étant des nombres 
entiers, l'équation T/i'— m = o ne peut pas avoir lieu, cpiand les 
moyens mouvements de m et de m' sont incommensurables, ce qui est 
le cas des planètes, et ce que l'on peut admettre généralement, puis- 
que, n et nf étant des constantes arbitraires susceptibles de toutes les 
valeurs possibles, leur rapport exact de nombre à nombre est infini- 
ment peu vraisemblable. 

Nous sommes donc conduits à ce résultat remarquable, savoir, que 
les grands axes des orbites des planètes et leurs moyens mouvements 
ne sont assujettis qu'à des inégalités périodiques dépendantes de leur 
configuration entre elles, et qu'ainsi, en négligeant ces quantités, leurs 
grands axes sont constants et leurs moyens mouvements sont uni- 
formes, résultat conforme à celui que nous avons trouvé par une autre 
méthode, dans le n"" 54. 

Si les moyens mouvements nt et n'/, sans être exactement commen- 
surables» approchent beaucoup d'être dans le rapport de i' à i, le divi- 
seur i'n'— in est fort petit, et il peut en résulter dans ^ et C des iné- 






35« MÉCANIQUE CÉLESTE.»' * ' ' 

galités qui, croissant avec une grande lenteur» pourront dooner lieu 
aux observateurs de penser que les moyens mouvements des deux 
corps m et nt! ne sont pas uniformes. Nous verrons, dans la théorie de 
Jupiter et de Saturne, que cela est arrivé relativement à ces deux pla- 
nètes : leurs moyens mouvements sont tels que deux fois celui de Jupi- 
ter est à fort peu près égal à cinq fois celui de Saturne, en sorte que 
5/i'— 2n n'est pas la soixante-quatorzième partie de h. La petitesse de 
ce diviseur rend très-sensible le terme de l'expression de X. dépendant 
de Fangle 5nfi— 2nt, quoiqu'il soit de Tordre i'— i ou du troisième 
ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, 
comme on Ta vu dans le n^ 48. L'analyse précédente donne la partie la 
plus sensible de ces inégalités; car la variation de la longitude moyenne 
dépend de deux intégrations, tandis que les variations des autres élé- 
ments du mouvement elliptique ne dépendent que d'une seule intégra- 
tion; il n'y a conséquemment que les termes de l'expression de la lon- 
gitude moyenne qui puissent avoir le earré {Vn'—inY pour diviseur; 
en n'ayant donc égard qu'à ces termes qui, vu la petitesse de ce divi- 
seur, doivent être les plus considérables, il suffira, dans les expressions 
du rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, d'accroître de ces 
termes la longitude moyenne. 

Quand on a les inégalités de ce genre, que l'action de m' produit 
dans le moyen mouvement de m, il est £icile d'en conclure les inéga* 
lités correspondantes que l'action de m produit dans le moyen mouve^ 
ment de m\ En effet, si l'on n'a égard qu'à l'action mutuelle des trois 
corps M, m et m\ la formule ( 7) du n*^ 9 donne 

eonst, = ^ j^, 1 + ^, i 

'mdx -h m'dx '^ -^ [mdr-^m'dr']^ -4- Imdz -4- m'dz')^ 

ïMm sMm' nmm' 



La dernière des intégrales (z') du numéro précédent donne, en y sob- 
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stituant pour ^ l'intégrale a/dR, 

/- = - - — 2j dR. 

dt^ ^x^^y^-^z'^ 

$i Ton nomme ensuite R' ce que devient R lorsque l'on considère 
l'action de m sur m\ on aura 

j^,_ mlxx'-^yy'-^zz ') __ ^ 

y— rrrr * " v =1 — 2/(1 ti , 

dt^ ^V2 4.y.'JH_2'î -^ 



la caractéristique différentielle d' ne se rapportant qu'aux coordonnées 
x\ y\ z' du corps m'. En substituant^ au lieu de ■ '^ ^ L^^ ^ ^^ 
de X^^ 7 ces valeurs dans l'équation (a), on aura 

m/dR+m/d R'=consl.-i— a(M^m.4-m^rf<« ^ 

m> m'^ mm! 



Il est visible que le second membre de cette équation ne renferme 

point de termes de Tordre des carrés et des produits des masses m 

et m', qui aient pour diviseur Vn!—in\ en n'ayant donc égard qu'à 

ces termes, on aura 

m/dR + m'/d'R'rr=o; 

ainsi» en ne considérant que les termes qui ont pour diviseur (i V-- iiif^ 
on aura 

Sffa'n'dià'K' m(M[-i-m)«V Zf/andtàR 

M + m' m' (M 4- m ] an M + m ' 



or on a 



_ 3f/andtdti Zffa'n'dtA'Vi' 

^~ ■ M -h m ' ^~ M-Hflt' ' 



on aura donc , . , 

m' (M H- m' ) anÇ'-f- m (M -h m) a'n' Ç =1^ o. 

On a ensuite 

i/M-hm , i/M -4- m' 

nr.:^: T 1 n:.:!^^ j ; 

en négligeant donc m et m' vis-à-vis de M, on aura 

m v(« . Ç -+- mV«' • Ç'= o, 
ou 

m' si à 

Ainsi les inégalités de Ç qui ont pour diviseur [i'ri-- m)* feront con- 
naître celles de ^' qui ont le même diviseur. Ces inégalités sont, comme 
Ton voit, affectées de signes contraires, si n et n' sont de même signe, 
ou, ce qui revient au même, si les deux corps m et m' tournent dans 
le même sens; elles sont d'ailleurs dans un rapport constant; d'où il 
suit que, si elles paraissent accélérer le moyen mouvement de m, elles 
paraîtront retarder celui de m' suivant la même loi, et l'accélération 

apparente de m sera au retardement apparent de m! comme m'yjc^ est 

h myja. L'accélération du moyen mouvement de Jupiter et le ralentis- 
sement de celui de Saturne, que la comparaison des observations mo- 
dernes aux anciennes avait fait connaître à Halley, étant à fort peu près 
dans ce rapport, je conclus du théorème précédent qu'ils sont dus à 
l'action mutuelle de ces deux planètes, et, puisqu'il est constant que 
cette action ne peut produire dans les moyens mouvements aucune 
altération indépendante de la configuration des planètes, je ne balançai 
point à croire qu'il existe dans la théorie de Jupiter et de Saturne une 
grande inégalité périodique, d'une fort longue période. En considérant 
ensuite que cinq fois le moyen mouvement de Saturne, moins deux fois 
celui de Jupiter, est à très-peu près égal à zéro, il me parut vraisem- 
blable que le phénomène observé par Halley avait pour cause une iné- 
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galité dépendailte de cet argument. La détermination de cette inégalité 
vérifia cette conjecture. 

La période de l'argument i'n't — int étant supposée fort longue, 
les éléments des orbites de m et de m' éprouvent dans cet inter- 
valle des variations sensibles, auxquelles il est essentiel d'avoir égard 
dans la double intégrale ffakn^dt^ûxï[Vn't — int-\-k). Pour 
cela» nous donnerons à la fonction ^siii(^V^ -^ iWl + A) la forme 
Q sin [i'n't — int -h i'i'— it) -f- Q'cos (l'/i'/ — int ^- Te'— it) , Q et Q' 
étant fonctions des éléments des orbites; nous aurons ainsi 

Sjakn^ tl(* sin (i'/i'i — int -h A) 

~ " (/V— r/?)« ~ [y [i'n'~-in)dt [i'fi'^in)^rffi ^ (fn'-^m)^~c/i^ '^" ) 

i'n'l- //i)« \^ "^ (i'n'-in) dt (iW^ //i)* dt^ {fr^— in)^ dt^~^'")' 

Les termes de ces deux séries décroissant très-rapidement, vu la len- 
teur des variations séculaires des éléments elliptiques, on peut dans 
chaque série s'en tenir aux deux premiers termes. En y substituant 
ensuite, au lieu des éléments des orbites, leurs valeurs ordonnées par 
rapport aux puissances du temps, et ne conservant que sa première 
puissance, la double intégrale précédente pourra être transformée 
dans un seul terme de la forme 

{ F H- E/) sinii'n't - ini h- A -4- H /). 

Relativement a Jupiter et à Saturne, cette expression pourra servir 
pendant plusieurs siècles avant et après l'instant que l'on aura choisi 

pour époque. 

Les grandes inégalités dont nous venons de parler en produisent 
de sensibles parmi les termes dépendants de la seconde puissance des 
masses perturbatrices. En effet, si dans la formule 

Ç :==: ^^ ffakn^ dt^ sin ( i' Ç' - / Ç -i- A ; 

OF.wret de L. -^ l. 4^ 
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on substitue pour ^ et C leurs valeurs 



lJL[i'n'~ in) 



ni , .-—. — '7—— sin ii'n't — int -h A), 

LLi/n — inp* 



. 3iman^.k Ja ,,-,,. > . . k\ 

fi,in—iny ^a' 

il en résultera parmi les ternies de l'ordre m^ le suivant 

qi^m'^a^n*k^ M sl^ -^ V m yfâ . , ., . . , ., 

- 7; ~- — -^T ■- ^ sm^ [i nt — int -^' A . 

^u.-in-iny m\a 

La valeur de C renferme le terme correspondant qui est au précédent 
dans le rapport de mV^ à — m'\Ja\ 

qfim'^a^n*k^ f , , -, ,, -^m^a . , ., ,^ . ^ , .. 
SfjL^ in — i/i)* ^ ' m -*« 

66. Il peut arriver que les inégalités du moyen mouvement les plus 
sensibles ne se rencontrent que parmi les termes de Tordre des carrés 
des masses perturbatrices. Si Ton considère trois corps m, m\ m"^ cir- 
culant autour de M, l'expression de dR relative aux termes de cet ordre 
renfermera des inégalités de la forme ^sin (in/— i'/i74-i''/»"/-f-A); or, si 
l'on suppose les moyens mouvements n/, /i7, n!'t tels que in — i'n!-\-i'*n'' 
soit une fraction extrêmement petite de n, il en résultera une inégalité 
très-sensible dans la valeur de C Cette inégalité peut même rendre 
rigoureusement nulle la quantité in — i'n-^i"n"^ et établir ainsi une 
équation de condition entre les moyens mouvements et les longitudes 
moyennes des trois corps m, m\ m". Ce cas très-singulier ayant lien 
dans le système des satellites de Jupiter, nous allons en développer 
l'analyse. 

Si l'on prend M pour unité de masse» et si l'on néglige m, m\ m" 
vis-à-vis de M, on aura 
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On a ensuite 

d^=zn dt, rfÇ --- n'dt, dK' — n^dt ; 

partant» 

dKj_ , A da d^ K' _ ,J da' d^ Ç _ i rfa" 

On a vu dans le n? 61 que» si l'on n'a égard qu'aux inégalités qui ont 
de très-longues périodes, on a 



m m 



ce qui donne 



consl. -= 1 r + — ir» 

a a a 



da , da' „da'* 



On a vu dans le même numéro que, si Ton néglige les carrés des ex- 
centricités et des inclinaisons des orbites, on a 

const. =zm^a-h m' \la' n- m" ^o", 
ce qui donne 

da , da' „ da" 

o : ". m — z- -f- tn — = -h m — ==- • 

y a y à y a! 

De ces diverses équations il est aisé de conclure 

dK' _ s ntn'^ n — n" da 
dt ' ^ m'n n'-n" a^ ' 

rfH'' • nm*"^ n- n' da 



dt ' ^ mTn n'-n'' a^ 



f* _ 



Enfin Téquation ^ = a/dR du n^ 64 donne 



Il ne s'agit donc plus que de déterminer dR. 



46. 
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On a par le n^ 46, en négligeant les carrés et les produits des incli- 
naisons des orbites, 

R — —Ta* cos(v' — v) — m' [r2 — irv' cos(v' — v) H- r'«] * 

m"r -^ 

-\- -~ cost^'- i') - m"\r''' !>.rr" cos(v^- v^) -*- r"»] ^ 

Si Ton développe cette fonction dans une série ordonnée par rapport 
aux cosinus de v'—s;>^ de ^'—ç et de leurs multiples» on aura une 
expression de cette forme 






d'où Ton tire 

dR ~ dr\ -^ h m' ■— — cosli' — v)-^m — -r-^ — cosal^ — vj-h... 

_i ' y.fn» .^1. 1 — cos /'— v 4-m" — -c~ cos2i^—v) -}-... 

1 or or ^ ' or J 

-4-rfi'[m'(r, r')(0 sinfv'-i') -+-2m'(r, r')(2)sin?t(i;'-i')-+-... 

Supposons, conformément à ce que les observations indiquent 
dans le système des trois premiers satellites de Jupiter, que n — un 
et n — 2 /i" soient des fractions très-petites de /i, et que leur diffé- 
rence (n — 2n') — n — 2/i") ou n — 3/i'-f- 2/»" soit incomparable- 
ment plus petite que chacune d'elles. Il résulte des expressions de 

et de Iv du n** 50 que l'action de m' produit dans le rayon vecteur et 
dans la longitude de m une inégalité très-sensible» dépendant de l'ar- 
gument 2(/i'/-- /i/-4-e'— e). Les termes relatifs à cette inégalité ont 
pour diviseur 4(^'— ^)* — ^* ou (n — 2n )(3/i — 2/1'}, et ce diviseur 
est très-petit, à raison de la petitesse du facteur n — 2/1'. On voit en- 
core, par la considération des mêmes expressions, que l'action de m 



or 
a 



PREMIÈRE* PARTIE, r- LIVRE IL 365 

produit dans le rayon vecteur et dans la longitude de rri une inégalité 
dépendante de Targument n'/ — /iz-he'— e, et qui, ayant pour divi- 
seur (n'— nf — n'^ ou n[n — 2/1'), est fort sensible. On voit pareille- 
ment que l'action de m" sur ni produit dans les mêmes quantités une 
inégalité considérable, dépendant de l'argument 2(/i'7 — /i7-h£' — e'i. 
Enfin on voit que l'action de ni produit dans le rayon vecteur et dans 
la longitude de ni' une inégalité considérable, dépendant de l'argu- 
ment ri't — rit -h i'— i . Ces inégalités ont été reconnues d'abord par 
les observations; nous les développerons avec étendue dans la théorie 
des satellites de Jupiter; leur grandeur par rapport aux autres inéga- 
lités permet de négliger celles-ci dans la question présente. Nous sup- 
poserons donc 

ir = m'Yl cos2(n'/ ~ /i/ -h e' — e), 

iv =r m' F' sin2(/i'/ — nt -f e' — t\ 

ir' — m"Y!'zo%'}\n"t n! t h- e"— c' ) -f- mGcos(n'/ — w/ -+ e — g , 

iv' z=z m^F*' sin9 yt rit -4- e"- i ) 4- mH sin [rit - nt -f- z' - g), 

3r"r^ niQ'cos[n!'t rit -h t"- i S 

àv"=rriVL's\Xï[n"t n't-hi'-i). 

Il faut maintenant substituer dans l'expression précédente de dR, au 
lieu de r, f , r', v\ r'\ 9", les valeurs de a H- Sr, /i/ -f- e -h %ç, a' -h %r\ 
rit -H e' "f- Si'', a"-f- Sr", /i7 4- e" -f- Sç'', et ne conserver que les termes 
dépendants de l'argument nt — 3/i'/ -h 2/1"/ -4- e — Se'-f- ii'\ or il est 
facile de voir que la substitution des valeurs de Sr, %ç^ %r'\ %v>" ne peut 
produire aucun terme semblable. Il n'en est pas ainsi de la substitution 
des valeurs de %r' et de Sr'; le terme ni[ry r' Y"^ dv mi[v — ç) de l'ex- 
pression de dR produit la quantité suivante 



E — . , F" a, a i^*^ sm n/ — 3n t-\-iri't 



-f-6 -3c'-i-?.c' 



c'est la seule quantité de ce genre que renferme l'expression de dR. 
Les expressions de — et de %v du n® 50, appliquées à l'action de ni' 
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sur rn!^ donnent» en ne conservant que les termes qui ont ri —un'* 
pour diviseur, et en observant que n!' est à très-peu près égal à \ri, 

E' _ ,j oa n —n ^ 

V ■" ^ (^'-2/1-') (3/1'- 2»*') ' 

on aura donc 



dR ~ "^'^"'^^ ^ 



E'^ — — r ^^—'—7- — sin(/i/ — 3n /-f-2/iV4-e — 3e -+-2e'1 = r-- 

^ a ôa / ^ ' 2 a^ 

En substituant cette valeur de -^ dans les valeurs de -jf ? -77- et —yf-? 

a> at dt at 

et faisant, pour abréger, 

on aura, à cause de n à très-peu près égal à im\ et de ri à très-peu près 
égal à an", 

— ~ 3 ^ ^ ? ^ 1= Su» sin(ii/ - 3n7 -h 211^/ -^ c - 3€ -+- 2c''), 

OU, plus exactement, 

d^t rf>r rf^t' 

5^ -3^4-2^=6n>sin(Ç--3$--^r-- e-3e-i-2£'\ 

en sorte que, si Ton suppose 

V= $- 3; -^ 2^- € - 3c - 2£^ 

on aura 

rf*v . - . ,- 
-TV- cll*sln^. 

Les moyennes distances a, a', a*" variant très-peu, ainsi que la quan- 
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tité n, ou peut» daus cette équation» considérer €n^ comme une quan* 
tité constante. En l'intégrant» on a 



c étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs dont cette 
constante est susceptible donnent lieu aux trois cas suivants. 

Si c est positif et plus grand que ±: 2ê/i*, l'angle V croîtra sans cesse, 
et cela doit arriver si, à l'origine du mouvement, (n — 3/i'-f- 2/;t")* 
est plus grand que ± 26/1^(1 qp cosV), les signes supérieurs ou infé- 
rieurs ayant lieu suivant que ë est positif ou négatif. Il est facile de 
s'assurer, et nous le ferons voir particulièrement dans la théorie des 
satellites de Jupiter, que 6 est une quantité positive relativement aux 
trois premiers satellites de Jupiter; en supposant donc ip ct =r w — V, 
TT étant la demi-circonférence, on aura 

yC -t- ?.ên*'*C0STSJ 

Dans l'intervalle depuis = jusqu'à 0= -» le radical ^c-h aên^coscr 



est plus grand que \/2ë/i^, lorsque c est égal ou plus grand que 26/1^; 

on a donc, dans cet intervalle, X3^nt^i^\ ainsi le temps /, que 
l'angle a emploie à parvenir de zéro à l'angle droit, est moindre que 



== La valeur de 6 dépend des masses m, m', m"; les inégalités ob- 

servées dans les mouvements des trois premiers satellites de Jupiter, 
et dont nous avons parlé ci-dessus, donnent entre leurs masses et celle 

de Jupiter des rapports d'où il résulte que — = est au-dessous de 

deux années, comme on le verra dans la théorie de ces satellites; ainsi 
l'angle a emploierait moins de deux ans à parvenir de zéro à l'angle 
droit; or les observations des satellites de Jupiter donnent, depuis leur 
découverte, xs constamment nul ou insensible; le cas que nous exami- 
nons n'est donc point celui des trois premiers satellites de Jupiter. 
Si la constante c est moindre que --^ 26/1^, l'angle V ne fera qu'os- 
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ciller; il n'atteindra jamais deux angles droits, si € est négatif, parce 

qu'alors le radical \/c-- aên^cosV deviendrait imaginaire; il ne sera 
jamais nul, si 6 est positif. Dans le premier cas, sa valeur sera alterna- 
tivement plus grande et plus petite que zéro; dans le second cas, elle 
sera alternativement plus grande et plus petite que deux angles droits. 
Toutes les observations des trois premiers satellites de Jupiter nous 
prouvent que ce second cas est celui de ces astres; ainsi la valeur de 6 
doit être positive relativement à eux; et, comme la théorie de la pesan- 
teur donne 6 positif, on peut regarder ce phénomène comme une nou- 
velle confirmation de cette théorie. 
Reprenons l'équation 

dm 



dt 



y/c -t- l^n^CQSTB 



L'angle ct étant toujours très-petit, suivant les observations, nous pou- 
vons supposer costr^ i — itj*; l'équation précédente donnera, en 

l'intégrant. 

Gj — X sin ( /i/ y 6 -»- y . 

X et y étant deux constantes arbitraires, que l'observation peut seule 
déterminer. Jusqu'ici elle n'a point fait reconnaître cette inégalité, ce 
qui prouve qu'elle est très-petite. 

De l'analyse précédente résultent les conséquences suivantes. Puis- 
que l'angle nt — Zn't -\- in"t -}- s — 3e' :- as" ne fait qu'osciller de part 
et d'autre de deux angles droits, sa valeur moyenne est égale à deux 
angles droits; on aura donc, en n'ayant égard qu'aux quantités 
moyennes, n — 3n'4- 2/1"= o; c'est-à-dire que le moyen mouvement 
du premier satellite, moins trois fois celui du second^ plus deux fois celui 
du troisième, est exactement et constamment égal à zéro. Il n'est pas 
nécessaire que cette égalité ait eu lieu exactement à l'origine, ce qui 
serait infiniment peu vraisemblable; il suflît qu'elle ait été fort appro- 
chée, et que /i — 3/i'-f- 2/1'' ait été moindre, abstraction faite du signe, 
que \n\j%, et alors, l'attraction mutuelle des trois satellites a suffi pour 
rendre cette égalité rigoureuse. 
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On a ensuite e — 3e'-+- 2t' égal à deux angles droits; ainsi la longi- 
iude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus 
deux fois celle du troisième, est exactement et constamment égale à deux 
angles droits. En vertu de ce théorème, les valeurs précédentes de Br' 
et de Sç'' se réduisent aux suivantes : 

ôr'zz: (mG — m^W) cos(n'/ — n/ -i- e'— e), 
iv'^ (mH - m'^F'') sin [n't -nt-\- e'- e). 

Les deux inégalités du mouvement de m\ dues aux actions de m et 
de m'\ se confondent par conséquent dans une seule» et seront con* 
stamment réunies. II résulte encore du même théorème que ces trois 
premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés à la fois; ils ne 
peuvent être ensemble vus de Jupiter, ni en opposition, ni en con- 
jonction avec le Soleil; car les théorèmes précédents ont également 
lieu par rapport aux moyens mouvements synodiques et aux longi- 
tudes moyennes synodiques des trois satellites, comme il est facile de 
s'en assurer. Ces deux théorèmes subsistent malgré les altérations que 
les moyens mouvements des satellites reçoivent, soit par une cause 
semblable à celle qui altère le moyen mouvement de la Lune, soit par 
ia résistance d'un milieu très-rare. II est clair que ces diverses causes 

ne font qu'ajouter à la valeur de -^j^ une quantité de la forme -^ et 

qui ne peut devenir sensible que par les intégrations; en supposant 
donc V== w — tj, et Tj très-petit, l'équation différentielle en V deviendra 

La période de l'angle ntsj^ étant d'un très-petit nombre d'années, 

tandis que les quantités renfermées dans -^ sont ou constantes, ou 

embrassent plusieurs siècles, on aura à très -peu près, en intégrant 
l'équation précédente , 

iD=rXsin(n/v^ + y)-g^^. 

Œuvres de L,— \, 4? 
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Ainsi la valeur de xs sera toujours très-petite, et les équations sécu- 
laires des moyens mouvements des trois premiers satellites seront tou- 
jours coordonnées par l'action mutuelle de ces astres, de manière que 
l'équation séculaire du premier, plus deux fois celle du troisième, soit 
égale à trois fois celle du second. 

Les théorèmes précédents donnent entre les six constantes n, n\ n!\ 
£, e', e'' deux équations de condition, qui réduisent ces arbitraires à 
quatre; mais les deux arbitraires X et y de la valeur de ci les rem- 
placent. Cette valeur se distribue entre les trois satellites, de manière 
qu'en nommant p, p\ p" les coefficients de sin(/i/v^ 4- y) dans les 
expressions de (^, v\ ^\ ces coefficients sont dans le rapport des valeurs 

précédentes de ^> -^ et -^^» et de plus on a /> — 3/i'-t- %p' ^=^\. 

De là résulte, dans les moyens mouvements des trois premiers satel- 
lites de Jupiter, une inégalité qui ne diffère pour chacun d'eux que 
par son coefficient, et qui forme dans ces mouvements une espèce de 
libration dont l'étendue est arbitraire. Les observations ont fait voir 
qu'elle est insensible. 

67. Considérons présentement les variations des excentricités et 
des périhélies des orbites. Pour cela, reprenons les expressions de df^ 
df\ df'\ trouvées dans le n® 64; en nommant r le rayon vecteur 
de m, projeté sur le plan des x et des y^ 9 l'angle que cette projection 
fait avec Taxe des a?, et s la tangente de la latitude de m au-dessus du 
même plan, on aura 

d'où il est facile de conclure 

dR _ ^_^ 

djr ^ dx dv ' 

dR dR , ,, dR dR . àK 

x-^ z-^— = (1-4-** cosi'-r rfcosv-î — h^ smv-r-» 

oz ox ^ ' os or ôv 

dK dR , ,x . dR . dK dK 

r-> z-r— ^[i-hs^] smi^-3 n smi'-^ *cosc-t-- 

•^ dz ojr ^ ' ds dr dv 
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On a de plus, par le n^ 64, 

xdy —ydx:=z càt^ xdz — zdx^z c'dt, ydz — zdyzzi c"dt\ 

les équations différentielles tnf^f^f" deviendront ainsi 

^/- ^ àVi . r ,. dR dR . dRl 

df ^=L — dy-^ dz (i-h*^) cosi^-r r^cosi'-^ — h^sim'-^ j 

, / . dR cosi' dR ^sini' àK\ c'dt dR 
\ or r ov r os J r os 

Éff'rz: cte-r «2 (i + 52) sini'-^ r^sini^-r ^cosi'-j- j 

, / dR sinv ÔR scosv dK\ c"dt dR 
-4-ca/(cosv-^ ; 7-1 —t 



df"^ rfxni-hi^jcosv 



sinf 


dR 


«COSl» 


dR\ 


c"rf/ 


dR 


r 


de 


r 


dij 


r 


d5 


ds 


rtcosf 


dR 

' ^ — h < sin c 
dr 


dR-| 





, r, ox . dR . dR dRl 

-f- a/ (i-h*^) sini'-r rîsinf-r ^cosv^-l 

,jj àR %vcvv dR 5C0Sf dR 
-+- c a/ cosf-^^ 



- , / . dR cosi' dR *smf dYC 
c dt sin i' 



\ ()r r dv r ds 

\ ' dr ' r di' r ds) 

Les quantités c', c" dépendent, comme on Ta vu dans le n° 64, de 
rinclinaison de Torbite de m sur le plan fixe, en sorte que ces quan- 
tités se réduiraient à zéro, si cette inclinaison était nulle; d'ailleurs, 

il est aisé de voir, par la nature de R, que -^ est de Tordre des incli- 
naisons des orbites; en négligeant donc les carrés et les produits de ces 
inclinaisons, les expressions précédentes de ^et de df deviendront 

,^ • dR , / . dR cosi^ dR\ 

df — — dy'^ cdt\siïiv -z — i r— )» 

•^ '^ dv \ dr r dv J 

^r, ^ àR , / dR sîni^ dK\ 

df'= dx-z — hca/icosv-^ ' r-i; 

^ dv \ dr r dv/^ 



or on a 



dx^=d{rcosv)j dy^=z d{r sinv), cdt=:xdy —ydx = r^dv; 

47. 
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on aura donc 

df -= ~ irfrsinf -i- 2rrfy cosi') —. r^ dv sînv-^-j 

df— ^drcosv — ^trd^f sinv) -r — h r^dvcosv-^' 
^ ' ' dv ■ or 

Ces équations seront plus exactes, si Ton prend pour plan fixe des x 
et des j celui de l'orbite de mk une époque donnée; car alors c', c" et s 
sont de Tordre des forces perturbatrices ; ainsi les quantités que Ton 
néglige sont de Tordre des carrés des forces perturbatrices multipliés 
par le carré de l'inclinaison respective des deux orbites de m et de m'. 

Les valeurs de r, rfr, dç, -3-5 -r- restent visiblement les mêmes, 

or ov 

quelle que soit la position du point d'où Ton compte les longitudes; 
mais, en diminuant {^ d'un angle droit, sinr se change dans — cosi^, 
et cosi' se change dans sinç'; l'expression de dfse change, par consé- 
quent, dans celle de df'\ d'où il suit qu'ayant développé la valeur de df 
dans une suite de sinus et de cosinus d'angles croissant proportion- 
nellement au temps, on aura la valeur de df en diminuant dans la 
première les angles e, t\ ct, tj', 6 et 6' d'un angle droit. 

Les quantités/ et/' déterminent la position du périhélie et l'excen- 
tricité de l'orbite; en effet, on a vu dans le n° 64 que 

f 
langl =: ^> 

I étant la longitude du périhélie, rapportée au plan fixe. Lorsque ce 
plan est celui de l'orbite primitive de m, on a, aux quantités près de 
Tordre des carrés des forces perturbatrices multipliés par le carré de 
l'inclinaison respective des orbites, I = cj, r? étant la longitude du 
périhélie sur l'orbite; on aura donc alors 



re qui donne 



langcj— ^» 



r f 



sP +/'* v'7^^^ 



— - — • 



2 
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On a ensuite, par le n^ 64, 

ainsi, & et c" étant, dans la supposition précédente, de Tordre des 
forces perturbatrices, /" est du même ordre, et, en négligeant les 
termes de l'ordre du carré de ces forces, on aura [xe = ^/^ -+-/'^ • Si 
l'on substitue, au lieu de V/* -^/'^ > sa valeur \Le dans les expressions 
de sinuet de coscr, on aura 

fxe sine =/', f^e cosbj =/; 

ces deux équations détermineront l'excentricité et la position du péri- 
hélie, et l'on en tirera facilement 

En prenant pour le plan des x et des y celui de l'orbite de m, on a, 
par les n^ 19 et 20, dans le cas des ellipses invariables, 

r= ^ -, '- :» dr= -. ^-rr '"> 



et, par le n^ 63, ces équations subsistent encore dans le cas des ellipses 
variables; les expressions de ^et de df' deviendront ainsi 

df=: —=z\^cosv-^^ecosm-\-iecos[iv-'fO)\-^ -a^ndtJi — e^ smf-^-, 

-' Ji^e^ àv ^ dr 

j^'~ -:=z:z=,\2,s\ïiv -\-\e s\nm -\-\c sm{2v — BjjJ-r — ha^ndt\li — e^cosV'^\ 

partant 



, andt . , .r / \T^R a^ndtJi — e^ , , dR 

€dm= , sm (v — cj) [2 H- e cosfi' — bj)] -3- H ■ cosii'— ®) -r- > 

ILsJi — e^ ^ '-^ àv fjL ^ ' dr 

- andt r f \ 0/ \T^R a^ndt , . , . dfl 

y^^i^e^ ^ '-^ àv y- ^ ^ ' ôr 



37^ MÉCANIQUE CÉLESTE. 

Cette expression de àe peut être mise sous une forme plus com- 
mode dans quelques circonstances. Pour cela, nous observerons que 

cfr--^ — dR — rff'-^; en substituant pour r ti dr leurs valeurs précé- 
dentes, on aura 

r^dv. esiïi (V — cj) ^ = a (i — e*) dR — a(i — e*) dv-r^'^i 

or on a 
partant 

dR_a(i — ea)^„ _:?5^r- . ^^^«/.. -^^« ^^^ 



a^ndt\J\ — e^^\xï[v — xa)-T-^— ^dR [i-4-ecos(i^ — o)]*-^-; 



l'expression précédente de de donnera ainsi 



ede = andty/i — e^ dK __ a[i — e^) ^ 

fx dv (X * 

On peut parvenir fort simplement à cette formule» de la manière sui 
vante. On a, par le n** 64, 

cfc dR dR __dR. 



mais on a, par le même numéro, c= yj]ka{i — e^), ce qui donne 



, da^fjia{ï — «•») ede^fxa 



partant 



, andtJ\ — e^dK , «. da 
PL dv ^ '2a> 



on a ensuite, par le n^ 64, 



f^^^^-dR; 



7a 



on aura ainsi pour ede la même expression que ci-dessus. 
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68. Nous avons vu dans le n^ 65 que, si Ton néglige les carrés des 
forces perturbatrices» les variations du grand axe et du moyen mouve- 
ment ne renferment que des quantités périodiques dépendantes de la 
configuration des corps m, m', Tïi\ . . . entre eux. Il n'en est pas ainsi 
des variations des excentricités et des inclinaisons : leurs expressions 
difierentielles contiennent des termes indépendants de cette configura- 
tion, et qui, s'ils étaient rigoureusement constants, produiraient, par 
l'intégration, des termes proportionnels au temps, qui rendraient à la 
longue les orbites fort excentriques et très -inclinées les unes aux 
autres; ainsi, les approximations précédentes, fondées sur le peu d'ex* 
centricité et d'inclinaison respective des orbites, deviendraient insuf- 
fisantes et même fautives. Mais les termes constants en apparence, qui 
entrent dans les expressions différentielles des excentricités et des 
inclinaisons, sont fonctions des éléments de& orbites, en sorte qu'ils 
varient avec une extrême lenteur, à raison des changements qu'ils y 
introduisent. On conçoit qu'il doit en résulter, dans ces éléments, des 
inégalités considérables, indépendantes de la configuration mutuelle 
des corps du système, et dont les périodes dépendent des rapports des 
masses m, m', ... à la masse M. Ces inégalités sont celles que nous 
avons nommées précédemment inégalités séculairesy et que nous avons 
considérées dans le Chapitre VII. Pour les déterminer par cette mé- 
thode, reprenons la valeur de dfàxi numéro précédent, 

,^ ûndi p 3, I / \T ^R « t r :: . à2i 

df=^ ^==r2COSi'-+-J«coscj-+-4ecos 2v— cj)]-T a^ndtJi — e^ smv -r-* 

•^ ^i — e^ * ^ '■* dv ^ ôr 

Nous négligerons dans le développement de cette équation les carrés et 
les produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, et parmi 
les termes dépendants des excentricités et des inclinaisons, nous ne 
conserverons que ceux qui sont constants; nous supposerons ensuite, 
comme dans le n^ 48 , 

r = a(i-4-iiJ, r'=a'(i -+-!<;), 
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Cela posé, si Ton substitue pour R sa valeur trouvée dans le n^ 48; si 
Ton considère ensuite que l'on a, par le même numéro, 

dR a dR _ ôR 

Or " r da~^^ "'' ôa' 

enfin, si Ton substitue, au lieu de u,, u , r, et {^] , leurs valeurs 

— ecos(/i/ -l-e— ©), —e'cos(n7 -+-£'— cj'), 
26 sin( n/ -he — bj), ae'sin (/»'/-+- e'— gt'), 

données par le n^ 22, en ne conservant que les termes constants parmi 
ceux qui dépendent de la première puissance des excentricités des 
orbites, et en négligeant les carrés des excentricités et des inclinaisons, 
on trouvera 

+ a/n'nrf/.e smnr (^AO + ia-^ +^a -^ +|aa ^^^j 
— am'ndt. 1 f / A^'^ -+- ^û— > — ) sin[i (/i7 — n/ -f- e'— e) -4- /»/ -h e], 

4 

le signe intégral 2 s'étendant dans cette expression, comme dans la 
valeur de R du n° 48, à toutes les valeurs entières positives et néga- 
tives de i, en y comprenant même la valeur i=o. 

On aura, par le numéro précédent, la valeur de d/\ en diminuant 
dans celle de ^i^les angles e, e', ct et c/ d'un angle droit; d'où Ton tire 

~am'ne//.e'cose'^A(n^^a.-^+ia'.^^-^W^^^^) 
-4- am'ndt. Ji ( i A('> -h {a -^ — | cos[i (n'/ — n/ -4- e'— e) H- n/ -+- c]. 

Nommons, pour abréger, X la partie de l'expression de df renfermée 
sous le signe 2, et Y la partie de l'expression de df renfermée sous 
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le même signe. Faisons de plus, comme dans le n° 55, 



(o,i) = - 






da 



o, I 



^'^LxiO^a^ 



da 



da^ 



ia» 



) 



a^A(0 






Observons ensuite que le coefficient de e'dt sinu, dans l'expression de 
d/, se réduit à | o, 1 1 , lorsque l'on y substitue, au lieu des différences 
partielles de A^*^ en a\ leurs valeurs en différences partielles relatives 
à a; enfin, supposons, comme dans le n^ 50, 

e sincj = A, e' sincj' -- A', 
ecos© = /, e'cosBï'-- /', 

ce qui donne, par le numéro précédent, /= [ji/,/'= [x A, ou simple- 
ment/— /, /'= A, en prenant pour unité de masse M, et négligeant m 
eu égard à M; nous aurons 



dh 
dt 



-(o,i)/- 



O, I 



/' -H am'nYf -tt = — (o, i) A 



o, I 



A'— am'nX. 



De là il est aisé de conclure que, si l'on nomme (Y) la somme des 
termes analogues à ow'nY, dus à l'action de chacun des corps m\ m",... 
sur m; si l'on nomme pareillement (X) la somme des termes analogues 
à —am'nXy dus aux mêmes actions; enfin, si l'on marque successi- 
vement d'un trait, de deux traits, etc., ce que deviennent les quantités 
(X), (Y), A et /, relativement aux corps m\ m", . . . , on aura le système 
suivant d'équations différentielles. 



dh 
dt 



-17 = [(0,l)H-(0,2)-f-...]/ 



o, I 



r — [^77[r-...-h(Y), 



dt 



= ~[(o,i)h-(o,2)h-...]A-i- 



O, I 



dh' 
It 

dl' 
li 



z=z [(,,o)-H(i, 2)-h...]/'- 



I, O 



h' 



l - 



o, 2 



1,2 



A''H-...+ (X), 



/-'-...-f-(Y'), 



= — [(ï>o)-t-{i, a) -+-...] A' -+- |i,o| A 4- |i,2| A^H-...-f-(X'), 



ORuvret de L, — 1. 



48 
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Pour intégrer ces équations, nous observerons que chacune des quan- 
tités A, /, A', /',... est formée de deux parties : Tune dépendante de 
la configuration mutuelle des corps m, m\ ...» l'autre indépendante de 
cette configuration, et qui renferme les variations séculaires de ces 
quantités. On aura la première partie en considérant que, si Ton n'a 
égard qu'à elle seule, A, /, A', /',... sont de l'ordre des masses pertur- 
batrices, et par conséquent (o, i)A, (o, i)/, ... sont de l'ordre des 
carrés de ces masses; en négligeant donc les quantités de cet ordre, 
on aura 

f = (r), f = (X'), 



partant 

h^J[Y)dt, l=f{\)dt, h'=J[Y)dt, .... 

Si l'on prend ces intégrales, en n'ayant point égard à la variabilité des 
éléments des orbites, et que l'on nomme Q ce que devient alors f{Y)dt; 
en nommant SQ la variation de Q due à celle des éléments, on aura 

/(Y)rf/ = Q-/dQ; 

or, Q étant de l'ordre des masses perturbatrices, et les variations des 
éléments des orbites étant du même ordre, SQ est de l'ordre des carrés 
de ces masses; ainsi, en négligeant les quantités de cet ordre, on aura 

f(Y)dt^Q. 

On peut donc prendre les intégrales f{Y)di, f{X)dt, /(Y')rf^, ..., en 
supposant les éléments des orbites constants, et regarder ensuite ces 
éléments comme variables dans les intégrales; on aura ainsi d'une ma- 
nière fort simple les parties périodiques des expressions de A, /, A', 

Pour avoir les parties de ces expressions qui renferment les inégalités 
séculaires, on observera qu'elles sont données par l'intégration des 
équations différentielles précédentes privées de leurs derniers termes 
(Y), (X), ... ; car il est clair que la substitution des parties périodiques 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE II. 379 

de A, /, A', . . . en fera disparaître ces termes. Mais, en privant ces équa- 
tions de leurs derniers termes, elles retombent dans les équations dif- 
férentielles (A) du n" 55, que nous avons considérées précédemment 
avec beaucoup d'étendue. 

69. Nous avons observé dans le n® 65 que, si les moyens mouve- 
ments nt et n!t des deux corps m et m! sont à fort peu près dans le 
rapport de i' à i, en sorte que i'n'— in soit une très-petite quantité, 
il peut en résulter dans les moyens mouvements de ces corps des iné- 
galités fort sensibles. Ce rapport des moyens mouvements peut aussi 
produire des variations sensibles dans les excentricités des orbites et 
dans la position de leurs périhélies. Pour les déterminer, nous repren- 
drons Téquation trouvée dans le n** 67, 



, andlJi — e^ôR « i — e^ ._ 
ede — î ^ '- dR. 

Il résulte de ce que nous avons dit dans le n^ 48 que, si Ton prend 
pour plan fixe celui de Torbite de m à une époque donnée, ce qui 
permet de négliger dans B l'inclinaison 9 de l'orbite de m sur ce plan, 
tous les termes de l'expression de R dépendants de l'angle i'n't — int 
seront compris dans la forme suivante 

m'k cos{i'n't - int -h i't'- ie -gw- g'm'-g''0'), 
'» *'» g^ s' ^ g" étant des nombres entiers tels que l'on a 

o^i—i—g — g—g". 

« 

Le coefficient h a pour facteur e^e'^'(tang^(p')^, g^ g\ g^" étant pris 
positivement dans ces exposants; de plus, si l'on suppose i et i' posi- 
tifs, et i' plus grand que 1, on a vu dans le n^ 48 que les termes de R 
qui dépendent de l'angle i'n't — int sont de l'ordre «'— «, ou d'un 
ordre supérieur de deux, de quatre, etc. unités; en n'ayant donc égard 

qu'aux termes de l'ordre i'— i, k sera de la forme e^c'^(tangj(p')^'Q, 
Q étant une fonction indépendante des excentricités et de l'inclinaison 

48. 
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respective des orbites. Les nombres^, g' , g"j renfermés sous le signe 
cosinus» sont alors positifs; car, si l'un d'eux, g par exemple, était né- 
gatif et égal à — /, k serait de l'ordre/-!- ^'-4-^"; mais l'équation 

Q^i'-i- g-g'—g" 

donne 

ainsi k serait d'un ordre supérieur à i' ^ i, ce qui est contre la suppo- 
sition. Cela posé, on a, par le n'^ 48, -v- = y» pourvu que dans cette 

dernière différence partielle on fasse t — xs constant; le terme de -p» 
correspondant au terme précédent de R, est donc 

nn!\i-\- g] ksin[i'n'i — ini -h Te'— i6 — gis — g'xn' — g" 9']. 

Le terme correspondant de dR est 

m'inkdts\n{i'n't — int -\- i't — it — gfs — g'm — g" 0')\ 

en n'ayant donc égard qu'à ces termes, et en négligeant é^ vis-à-vis de 
l'unité, l'expression précédente Aq ede donnera 

de=z ^- s\îï{i'n't — int -]- 1 1 — it — gxs — g'in — g'6'); 

or on a 

Oïl aura donc, en intégrant, 

fji(in - - in) de ^ o o o ' 

Maintenant, la somme de tous les termes de R qui dépendent de 
l'angle i'n't — int étant représentée par la quantité suivante, 

m'Psin(/'n'/ - int + i e' it) -4- m'P'cos(rn'/ - int -h Te'- û;, 
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la partie correspondante de e sera 

u(i n —in) \^de ^ ' de ^ J 

Cette inégalité peut devenir fort sensible, si le coefïicient tV— in esl 
très-petit, comme cela a lieu dans la théorie de Jupiter et de Saturne. 
A la vérité, elle n'a pour diviseur que la première puissance de in!— in, 
tandis que l'inégalité correspondante du moyen mouvement a pour di- 
viseur la seconde puissance de cette quantité, comme on l'a vu dans le 

n° 65; mais -p et -y- étant d'un ordre inférieur à F et P', l'inéga- 
lité de l'excentricité peut être considérable, et même surpasser celle 
du moyen mouvement, si les excentricités e et e' sont très -petites; 
nous en verrons des exemples dans la théorie des satellites de Jupiter. 
Déterminons présentement l'inégalité correspondante du mouvement 
du périhélie. Pour cela, reprenons les deux équations 

ede .: &-±''r , ,.rf, ^ fdf -f'df^ 

auxquelles nous sommes parvenus dans le n^ 67. Ces équations donnent 

df^= ude cosisT — ixedxn sinta; 

ainsi, en n'ayant égard qu'à l'angle Vn't~int-^-i't'—it—gxs-g'T3'—g''^\ 
on aura 

dk 
df=m'andt -p cosbj sin [i'n't — ini-hi'e'— it—gxs—g'm—g''B'] — it.edms\nxa. 

Représentons par 

- m'andt i~ -f- k'\ cos{i'n'i - ini -4- iV- ie - gm - g' m'- g'' 9' ) 

la partie de [Lcdn qui dépend du même angle; on aura 
dfi^ m'andt (^ '^\-^k'\ sin[rn'/ - int -h iV- le -[g-i)xs- g'm'-g^e] 
- ^'^~ k' sin[/'n'/ - int -+- Te'- it - (g--:- 1) © - g-V- g'Q'l. 
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Il est aisé de voir, par la dernière des expressions de df données 
dans le n^ 67, que le coefficient de ce dernier sinus a pour facteur 

^^*e'^(tang^(p')^'; k est donc d'un ordre supérieur de deux unités à 
celui de j-; ainsi, en le négligeant vis-à-vis de ^> on aura 

m'andi dk ,-, ,^ . , -, , , , Ktj\ 
^ cos(i'/i'/ — mr-hiV— le — g'cj — g^'^'—g^^'Ô'), 

pour le terme de edxs qui correspond au terme 

m'/r CCS (l'/i'/ — int -f- l'e'— it — g^ — g^'cr'— g"^') 

de l'expression de R. Il suit de là que la partie de ci, qui correspond 
à la partie de R exprimée par 

m' P sin ( 1/1/ - int -f- Te'- it)-^ m' F' cos(r/i'/ - int H- iV- le), 

est égale à 

m' an FdP /v #^ • ^ v / • « ^P' - fi t^ •*.*'• • ^1 

— ^T-i :— ^- cos I /i7 — in/H-i 6 — le; r— smfi n'/ — i/i/-4-i s — le ; ; 

ixin'^in]e\^de ^ ' de ^ J 

on aura donc ainsi, d'une manière fort simple, les variations de l'ex- 
centricité et du périhélie dépendantes de l'angle l'/i'/ — int ^ i'e'— ic. 
Elles sont liées à la variation ^ du moyen mouvement, qui y corres- 
pond, de manière que la variation de l'excentricité est 

3 in deôt 

et la variation de la longitude du périhélie est 

i'n — in dÇ 

— ——.^^.^^ ^^_s ■ 

3 ine de 

La variation correspondante de l'excentricité de l'orbite de m\ due 
à l'action de m, sera 

M'n deôt' 
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et la variation de la longitude de son périhélie sera 

i'n'- in d^^ • 
3j'n'«' de' ' 

et, comme on a, par le n° 65, ^'— — ^^^ 2^, ces variations seront 

m' ^a! 

m\fa d^t [i'n'— in)myfâ d^ 

Zi'n'm'^ àe'dt' ^ Zi'n'e'm' sj^ ^ 

Lorsque la quantité in!— in est fort petite, l'inégalité dépendante de 
Tangle Vn!t — int en produit une sensible dans l'expression du moyen 
mouvement, parmi les termes dépendants des carrés des masses pertur- 
batrices; nous en avons donné l'analyse dans le n^ 65. Cette même 
inégalité produit, dans les expressions de de et de dxs^ des termes de 
l'ordre du carré de ces masses, et qui, n'étant fonctions que des élé- 
ments des orbites, ont une influence sensible sur les variations sécu- 
laires de ces éléments. Considérons, en effet, l'expression de de dépen- 
dante de l'angle i'rit — int. On a, par ce qui précède, 

ae = -T-cos(i n t — int-\-iî — le) — jr— sm(i nt — int'\-it'--it) . 

Par le n^ 65, le moyen mouvement nt doit être augmenté de 

^m'anU ^^ cos{r/i'/ - int -^ Te- i e) - P' smii'n't - int -\- i't'- ie)l, 
[i n — iny^yi^ 

et le moyen mouvement n't doit être augmenté de 

~~ [P cos[i n t — int -h i c —ie) — Ps\n{i n t — int-hi'e — ie)j. 



(l'n'-m)-^ m'y/ a' 

En vertu de ces accroissements, la valeur de de sera augmentée de la 
fonction 

3m'a^in^dt (:_,_nj , :>^ rz\(r%àV' _p'^\ 



2 



a (in — mi* \ 



IL^ si a' [i'n -in) 



de de 



381^ MÉCANIQUE CÉLESTE. 

et la valeur de da sera augmentée de la fonction 

;= =-— \im da -\- i md a) \ r -z h F -^ — • 

ilL^^[i'n-in)^e ^ ^ M de de] 

On trouvera pareillement que la valeur de de' sera augmentée de la 
fonction 

- '7,'<^;'"'t [im'sR-^ i-rafa) (p^ - P'^\, 
^li^a[i'n'—in)^^ ^ ^ ^ \ de' de') 

et que la valeur de dzs^ sera augmentée de la fonction 

ili^a[i'n'—in)^e^ ^ \ àe de) 

Ces différents termes sont sensibles dans la théorie de Jupiter et de 
Saturne, et dans celle des satellites de Jupiter. Les variations de e, e\ 
Ts et or", relatives à l'angle i'n't — in/, peuvent encore introduire quel- 
ques termes constants de Tordre du carré des masses perturbatrices 
dans les différentielles de, de\ dn, du\ et dépendants des variations 
de e, e\ Z5 et tr' relatives au même angle; il sera facile d'y avoir égard 
par l'analyse précédente. Enfin il sera facile, par notre analyse, de dé- 
terminer les termes des expressions de e, tr, e' et ct' qui, dépendant de 
l'angle Vn't — int'hVi'—h, n'ont point i'n'—in pour diviseur, et 
ceux qui, dépendant du même angle et du double de cet angle, sont 
de l'ordre du carré des forces perturbatrices. Ces différents termes 
sont assez considérables dans la théorie de Jupiter et de Saturne pour 
y avoir égard : nous les développerons avec l'étendue qu'ils exigent, 
lorsque nous nous occuperons de cette théorie. 

70. Déterminons les variations des nœuds et des inclinaisons des 
orbites, et pour cela reprenons les équations du n^ 64, 



de : 




dR\ 


de . 


' '^' [' dx 


dR\ 


de": 


. / dR 

'■"['-Or 


dR\ 

^ ôz)- 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IL 8gS 

Si l'on n'a égard qu'à l'action de m', la valeur de R du n*> 46 donne 



dR dR_ . _,,( I • I ^\ 

^ \(^'«+7'« + «'«)' [(ar'-ar)>+(r'-r)»-t-(2'-a)T/ 

dR an ,,,,./ I I \ 

aR aR ,, , ,./ I I \ 



Soit maintenant 



c" c' 



7=/». -^^q-. 



les deux variables j9 et q détermineront, par le n° 64, la tangente de 
l'inclinaison <p de Torbite de m et la longitude de son nœud, au 
moyen des équations 



lang9=:v^/>a-hga, tango = ^• 

Nommons/?', q\ p'\ y",... ce que deviennent/? et y* relativement aux 
corps m\ rri\ ... ; on aura , par le n^ 64 , 

z^qy — px, z'z=qy-^p'x\ 

La valeur précédente de/?, différentiée , donne 

dp __ I d(f—pdc 

5/""" c di ' 
en substituant au lieu de de et de d(/' leurs valeurs, on aura 

^ = '^i{q-q)ryMp'-p)'r\( ^ r '- jV 

on trouvera pareillement 

^ = 'YV.p'-p)^''Mq-q-W\( ' i ' |Y 

(Xarrtt dt t. — I. 49 
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Si Ton substitue pour a?, y^ a/, y leurs valeurs rcosi^, rsiuf'» r'cos^, 
r'siui'', on aura 

(/^'— />)xr'-h(y —q'^xf^ ^■^^rr'[co8(i»'H-p)-HC08(p'--p)]-+-^^^rr'[gni(p'-»-p)-+-8m(p'— p)l. 

En négligeant les excentricités et les inclinaisons des orbites, on a 
ce qui donne 



(-c'i^yi-Hz't)» [(x'— x)«-h{^'— j)«-i-(z'-z)«]^ ^'' [fl« — 2aa'co8(ii'/— /!/-+- i-f)-»-/i'«]* 



on a de plus» par le n° 48» 



1. =^2B(0cosi(/i7--ii/-4-e'-r), 

le signe intégral 2 s'étendant à toutes les valeurs entières, positives et 
négatives» de i» en y comprenant la valeur i=o\ on aura ainsi , en 
négligeant les termes de Tordre des carrés et des produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites, 

'±^ = - —fi-[cosin't-{-nt-hi'-hi] — cos{n't — ni-h€—i)] 

ni ac fl'* ^ ^ ' ^ -' 



.' ^ — /. 



H- ^ — - ^ [ sin (n't -^nt-hs'-\- s] — sin (n't — ni-r- e'— e)l 

-H £^ m'^zû' 2B(0 j 8» [(*-Hi)(V#^iir -+.!'--•)]-- Sin [(iH-i)(/iV—^ 

^ P*—P fn'a. , , , . , , . ,. 

^ = ^-^ ^ [co8 (/!'/-+-/?/-+- f Vf) H- cosK/-/îr -ht'- a)) 

-+- - — ^[8m /?'/-+-/?/ -t-iV s)-»- 8m(/î'r— /îZ-hi'— c)] 

-+- ^^ 'w'û»' 2 BU ) j sin [(/ H- 1 ) (/iV -- il/ -+- 1'-- f )] -^ sin [(/ H- 1 ) (/!'/ - /!# H- 1'- 
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La valeur » = — i donne dans l'expression de ^ la quantité con- 

stante ^.^^m'aa'B'"*'; tous les autres termes de l'expression de ^ 

sont périodiques; en désignant par P leur somme, et observant que 
B(-o ^ B(i) par le ^o 43^ ^^ ^ura 



dt ^c 



On trouvera par le même procédé que, si Ton désigne par Q la somme 
de tous les termes périodiques de l'expression de ^9 on aura 



$ = P , P m'aa! B(0 h- Q. 
dt \c ^ 



Si Ton néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des or- 
bites, on a, par le n** 64, c = \/p.a; en supposant ensuite {i = i, on a 

n*a' = i, ce qui donne c= — ; la quantité — j devient ainsi 

^^ /^ — 9 ce qui, par le n® 59, est égal à (o, i); on aura ainsi 



^-(o,i)(g'-g)+P, 



^ = (o,i)(/>-/)^Q. 



Il suit de là que, si Ton désigne par (P) et (Q) la somme de toutes les 
fonctions P et Q, relatives à l'action des différents corps m\ ni\ . , • 
sur m; si Ton désigne pareillement par (F), (Q'), (P"), (Q")»- • • ce 
que deviennent (P) et (Q) lorsque Ton y change successivement les 
quantités relatives à m dans celles qui sont relatives à m', m", . . . , et 
réciproquement, on aura, pour déterminer les variables /?, y»/?', q\ 

49- 
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p\ (j[\...^ le système suivant d'équations différentielles 

3^ = — [(o» i) -4- (o, 2) H-. . .] g -4- (o, i) g' 4- (o, 2) g^-h. . .+ (P), 

^ = [(0,l)-4-(0,2)H-...]/>-(0,l)/>'— (o,2)/>''-...-4-(Q), 
•^ = - [(ï»0) H- (l, 2) +. . .]g'-4- (1,0) g 4- (l, 2) g'^^-. . .4- (P'), 
^ = [(,,0) 4- (l, 2) 4-. . .]/- (1,0)/. - (l, 9.)p^-. . .4- (Q'), 



L'analyse du n^ 68 donne» pour les parties périodiques de/?, q^p^ ^'....t 

;.r:./(P)rf/, q=f[Q]dt, 
p=f[V]dt, q'=f(Q')di, 



on aura ensuite les parties séculaires des mêmes quantités» en inté- 
grant les équations différentielles précédentes, privées de leurs der- 
niers termes (P), (Q), (P'), . . . , et alors on retombera dans les équa- 
tions (G) du n^ 59, que nous avons considérées avec assez d'étendue 
pour nous dispenser de revenir sur cet objet. 

71. Reprenons les équations du n^ 64, 



lang<p= ^- -> tang9 = —> 



d'où résultent celles-ci 



c' d" 

— = tangcp cos 0, — = tangf sin 9. 



En les différentiant, on aura 



(/tangf = - (rfc'cos9 4-rfc'^sin6 — rfclangf), 



c 



rfô langcp = - [rfc^cosô — rfc' sinô). 

c» 



dR 
ôs 
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de de' de" 

Si l'on substitue dans ces équations» au lieu de ^> ^9 -jpy leurs 
valeurs 

dR dR dR dR dR dR 

•^ dx oy àx àz djr oz 

et au lieu de ces dernières quantités leurs valeurs données dans le 
n® 67; si Ton observe, de plus, que s = tang<psin((' — 6), on aura 

,^ rf/tang9C0s(i'— ô)r dR , , ' , dR , ^,"1 (i-^s^)dt , ^.dR 
dvmg<f = ^^^^-^ i|^r— sin(v-e)-+--^cosii;-6)J-^ — _J_cos(«;~e)-^, 

,.^ rf/langcpsin(v— ôir dR . , ^, dR , .."l (i'hs^)dt , , ^. 
rfôtangç = ^^î^^— ^ i^—.sin[v-e)-^ _cos{r~0)j- ^^ — -^ sin(«;-9) 

Ces deux équations différentielles détermineront directement Tincli- 
naison de l'orbite et le mouvement des nœuds. Elles donnent 

sin ( V — ô) (/ tangf — dO cos( v — 0) tangcp = o, 

équation qui peut se déduire encore de celle-ci, s= tang<psin(i^ — 6); 
en effet, cette dernière équation étant finie, on peut, par le n^ 63, la 
dîfférentier, soit en regardant <p et 6 comme constants, soit en les trai- 
tant comme variables, en sorte que sa différentielle prise en ne faisant 
varier que <p et 9 est nulle, d'où résulte l'équation différentielle pré- 
cédente. 

Supposons maintenant que le plan fixe soit extrêmement peu incliné 
à l'orbite de m, en sorte que nous puissions négliger les carrés de s et 
de tang(p; on aura 

rflang? =z- — cos( V - Q) -^, 

j« * dt , , „\àR 

rfetangcp = - — sm (i' - e) -^; 

en faisant donc, comme précédemment, 

p = tangf sind, q = tangf cos9. 
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on aura, au Heu des deux équations différentîellea précédentes, les sui- 
vantes 

, dt ôK 

^ c as 

, dt . dK 
dp— sinc'-T-; 

or on a 5 = ^ sini^ — /> cosi^, ce qui donne 

ÔM "" sinv dq^ ôs ~^ cosv dp' 

partant 

. dt ÔK , di dK 

dq — r— 7 dp= -r— . 

^ c dp ^ c ôq 

On a vu dans le n^ 48 que la fonction R est indépendante de la po- 
sition du plan fixe des x et des y; en supposant donc tous les angles 
de cette fonction rapportés à l'orbite de m, il est visible que R 
sera fonction de ces angles et de Tinclinaison respective des deux 
orbites, inclinaison que nous désignerons par <p). Soit 0) la longitude 
du nœud de l'orbite de m' sur l'orbite de m, et supposons que 
m'it(tang9^ Y cas {i'n't — int -H A — g^6| ) soit un terme de R, dépendant 
de l'angle i'n't — int; on aura, par le n^ 60, 

lang9; sinff,= p'—p, langç) cosôj = ç'— q, 
d'où Ton tire 



langcp; )g sïngff, 



(Ung9;)^cosg-^, 



2^ — I 



En n'ayant donc égard qu'au terme précédent de R« on aura 

.)D 

~ -- - ^(tango; ;*-< mk sin[in'l - int -f- A - [g-t)&,], 
_. -g'(iang9; 5^-*m'/rcos[r/i7 — inf-hA — (g* — i)^]. 
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Si Ton substitue ces valeurs dans les expressions précédentes de dp et 

de dq, et si Ton observe que Ton a, à très-peu près, {?= -^> on aura 



En substituant ces valeurs dans l'équation s^=^qmiv —pco^v^ on aura 

Cette expression de s est la variation de la latitude, correspondante au 
terme précédent de R; il est clair qu'elle est la même, quel que soit le 
plan fixe auquel on rapporte les mouvements de m et de m\ pourvu 
qu'il soit peu incliné au plan des orbites; on aura donc ainsi la partie 
de l'expression de la latitude que la petitesse du diviseur Vn!— in peut 
rendre sensible. A la vérité, cette inégalité de la latitude ne renfermant 
ce diviseur qu'à la première puissance, elle est sons ce rapport moins 
sensible que l'inégalité correspondante de la longitude moyenne , qni 
renferme le carré de ce diviseur; mais, d'un autre côté, tang9) s'y 
trouve élevé à une puissance moindre qu'une unité, remarque analogue 
à celle que nous avons faite, dans le n^ 69, sur l'inégalité correspon- 
dante des excentricités des orbites. On voit ainsi que toutes ces inéga- 
lités sont liées entre elles et à la partie correspondante de R par des 
rapports très-simples. 
Si l'on dîfférentie les expressions précédentes de p et de y, et si, 

dans les valeurs de ^ ®t ^^ ^ ^^^ ®d résultent, on fait croître les 

angles nt et n!t des inégalités des moyens mouvements dépendantes 
de l'angle i'n't— int, il en résultera dans ces difiTérentielles des quan- 
tités qui seront uniquement fonctions des éléments des orbites, et qui 
peuvent influer d'une manière sensible sur les variations séculaires des 
inclinaisons et des nœuds, quoique de l'ordre des cairés des maases 
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perturbatrices, ce qui est analogue à ce que nous avons dit dans le 
n^ 69 sur les variations séculaires des excentricités et des périhélies. 

72. Il nous reste à considérer la variation de la longitude e de 
l'époque. On a, par le n^ 64, 

■ 

dt=zde\ —i — sin(v — cj) -+-Î —t — 8102(4; — ©) 4-. . . I 
— Éfo[E<*>cos(v — iîy)-4-E(2>cosa(v — ©)-4-. ..]; 

en substituant pour E<*^ E^^^ . . . leurs valeurs en séries ordonnées sui- 
vant les puissances de e, séries qu'il est facile de conclure de l'expres- 
sion générale de E^'^ du n^ 16, on aura 

rfe = -—zdeslnlv — m) -h 2edmcos{v--m) 

-h eÉfe[f 4-1^*4-. . .]sîn2(v — w) — «2(fo(f -h|-e>4-...)cos2(v — w) 
— «2rfe(n-. . .)sin3(v — cj) -h^'rfGj(i4-. . .jcosSft^ — w) 



Si l'on substitue pour (le et e des leurs valeurs données dans le n^ 67, 
on trouvera 9 en ne portant la précision que jusqu'aux quantités de 
l'ordre e^ inclusivement, 

dt=. v^i — «^[2 — |ecos(v~iîy) 4-e*cosa(v — bj)J -j- 

andt . , \ r I / \i ^ 
===esin(i'-c3)[i-4-iccos(i'-iiy)];r-- 

L'expression générale de dt contient des termes de la forme 

m! kn dt cos ( i'n't — 1/1/ -h A ), 

et par conséquent l'expression de e en contient de la forme 

jr-i — 7-sm «n7-«n/-+-A); 
mais il est facile de se convaincre que le coefficient k dans ces termes 
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est de Tordre V— i, et qu'ainsi ces termes sont du même ordre que 
ceux de la longitude moyenne qui dépendent du même âugle. CeuK-ci 
ayant pour diviseur le carré de Vn'— in^ on voit que l'on peut négliger 
à leur égard les termes correspondants de e, lorsque i'n'—in est une 
très-petite quantité. 

Si, dans les termes de l'expression de di qui sont uniquement fonc- 
tions des éléments des orbites, on substitue, au lieu de ces éléments, 
les parties séculaires de leurs valeurs, il est clair qu'il en résultera des 
termes constants , et d'autres termes affectés des sinus et des cosinus 
des angles dont dépendent les variations séculaires des excentricités et 
des inclinaisons des orbites. Les termes constants produiront dans 
l'expression de e des termes proportionnels an temps et qui se confon- 
dront avec le moyen mouvement de m. Quant aux teraies affectés de 
sinus et de cosinus, ils acquerront par l'intégration, dans l'expression 
de E, de trës-petits diviseurs du même ordre que les forces perturba- 
trices, en sorte que, ces termes étant à la fois multipliés et divisés par 
ces forces, ils pourront devenir sensibles, quoique de Tordre des carrés 
et des produits des excentricités et des inclinaisons. Nous verrons, dans 
la théorie des planètes, que ces termes y sont insensibles; mais ils sont 
très^sensibles dans la théorie de la Lune et des satellites de lupiter, et 
c'est de ces termes que dépendent leurs équations séculaires. 

On a vu, dans le rf* 65, que le moyen mouvement de m a pour ex- 

pression- //an rf/dR, et que, si Ton n'a égard qu'à la première puis- 

sance des masses perturbatrices, dR ne renferme que des quantités 
périodiques. Mais, si Ton considère les carrés et les produits de ces 
masses, cette différentielle peut contenir des termes qui sont unique- 
ment fonctions des éléments des orbites. En y substituant, au lieu de 
ces éléments, les parties séculaires de leurs valeurs» il en résultera des 
termes affectés des sinus et des cosinus des angles dont dépendent les 
variations séculaires des orbites. Ces termes acquerront par Ja double 
intégration, dans l'expression du moyen mouvemeutt 4le très-petits 
diviseurs, qui seront de Tordre des carrés et des produits des masses 

(Muvres de L, — I. 5o 
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perturbatrices, en sorte que, étant à la fois multipliés et divisés par les 
carrés et les produits de ces masses, ils pourront devenir sensibles, 
quoiqu'ils soient de Tordre des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites. Nous verrons encore que ces termes 
sont insensibles dans la théorie des planètes. 

73. Les éléments de Torbite de m étant déterminés par ce qui pré- 
cède, on les substituera dans les expressions du rayon vecteur, de la 
longitude et de la latitude, que nous avons données dans le n^ 22; on 
aura ainsi les valeurs de ces trois variables au moyen desquelles les 
astronomes déterminent la position des corps célestes. En réduisant 
ensuite ces valeurs en séries de sinus et de cosinus, on aura une suite 
d'inégalités, dont on formera des Tables, et l'on pourra ainsi calculer 
avec facilité la position de /n à un instant quelconque. 

Cette méthode, fondée sur la variation des paramètres, est très-utile 
dans la recherche des inégalités qui, parles rapports des moyens mou- 
vements des corps du système, acquièrent de petits diviseurs et par là 
deviennent fort sensibles. Ce genre d'inégalités affecte principalement 
les éléments elliptiques des orbites; en déterminant donc les variations 
qui en résultent dans ces éléments, et en les substituant dans l'expres- 
sion du mouvement elliptique, on aura, de la manière la plus simple, 
toutes les inégalités que ces diviseurs rendent sensibles. 

La méthode précédente est encore utile dans la théorie des comètes; 
nous n'apercevons ces astres que dans une très- petite partie de leur 
cours, et les observations ne font connaître que la partie de l'ellipse 
qui se confond avec l'arc de l'orbite qu'elles décrivent pendant leurs 
apparitions; ainsi, en déterminant la nature de l'orbite considérée 
comme une ellipse variable, on aura les changements que cette ellipse 
subit dans l'intervalle de deux apparitions consécutives de la même 
comète; on pourra donc annoncer son retour et, lorsqu'elle reparait, 
comparer la théorie aux observations. 

Après avoir donné les méthodes et les formules pour déterminer par 
des approximations successives les mouvements des centres de gravité 
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des corps célestes, il nous reste à les appliquer aux différents corps du 
Système solaire; mais, Telliplicité de ces corps influant d'une manière 
sensible sur les mouvements de plusieurs d'entre eux, il convient, 
avant que d'en venir aux applications numériques, de nous occuper de 
la figure des corps célestes, dont la considération est d'ailleurs aussi 
intéressante par elle-même que celle de leurs mouvements. 



FIN DU TOME PREMIER. 
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